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Die Redaktion der Annalen wird yon den umseitig genannten Herren 
besorgt. Den geschäftlichen Teil hat Herr Geh. Hofrat Prof. W. Wien 
übernommen, an den auch Manuskripte zu senden sind. Seine Adresse 
ist: München, Kolberger Straße 16. 


Es wird gebeten, die Manuskripte druckfertig einzuliefern und in 
den Korrekturen den beim Druck für sie verwendeten Raum nicht zu 
überschreiten. 

Für die Aufnahme von Dissertationen gelten besondere Bedingungen, 
welche vom Verlag bekannt gegeben werden. 


Die Verlagsbuchhandlung liefert 100 Sonderabdrücke jeder Arbeit 
kostenfrei. Falls ausnahmsweise mehr gewünscht werden, so muß dies 
bei Rücksendung des ersten Korrekturbogens an die Druckerei auf dessen 
erster Seite bemerkt werden. Alle anderen, die Sonderabdrücke betreffen- 
den Mitteilungen bittet man an die Verlagsbuchhandlung zu richten. 


Mitglieder der Deutschen Physikalischen Gesellschaft können die 
Annalen zu einem Vorzugspreis beziehen. 


Anderweitiger Abdruck der für die Annalen bestimmten Abhand- 
lungen oder Übersetzung derselben innerhalb der gesetzlichen Schutzfrist 
ist nur mit Genehmigung der Redaktion und Verlagsbuchhandlung gestattet. 

Die Zeichnungen sind in möglichst sorgfältiger Ausführung den 
Abhandlungen auf besonderen Blättern beizulegen (nicht in das Manu- 
skript selbst einzuzeichnen). Da die Figuren fortan möglichst in den 


"Text eingefügt werden sollen, ist die Stelle des Manuskriptes recht genau 


anzugeben, wo sie hingehören. 


Zitate sind am Rande oder unten auf den Seiten des Manuskriptes 
(nicht in dem Text selbst) und zwar möglichst in der in den „Fortschritten 
der Physik“ üblichen Form mit Angabe des Namens und Vornamens, 
der Band-, Seiten- und Jahreszahl aufzuführen. 
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1. Quantisierung als Eigenwertproblem; 
von E. Schrédinger, 


(Zweite Mitteilung.)*) 
1. Die Hamiltonsche Analogie zwischen Mechanik und Optik. <a 

Bevor wir daran gehen, das Eigenwertproblem der Quanten- 

rie für weitere spezielle Systeme zu behandeln, wollen wir 

allgemeinen Zusammenhang näher beleuchten, welcher 
zwischen der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 
(H.P.) eines mechanischen Problems und der „zugehörigen“ 
Wellengleichung, d. i. im Falle des Keplerproblems der Glei- 
chung (5) der ersten Mitteilung, besteht. Wir hatten diesen 

= Zusammenhang vorläufig nur kurz seiner äußeren analytischen 
# Struktur nach beschrieben durch die an sich unverständliche 
= Transformation (2) und den ebenso unverständlichen Übergang 

der Nullsetzung eines Ausdrucks zu der Forderung, daß 

Raumintegral des nämlichen Ausdruckes stationär sein soll.?) 

Der innere Zusammenhang der Hamiltonschen Theorie a 
mit dem Vorgang der Wellenausbreitung ist nichts weniger 
als neu. Er war Hamilton selbst nicht nur wohlbekannt, 
sondern bildete für ihn den Ausgangspunkt seiner Theorie der 
Mechanik, die aus seiner Optik inhomogener Medien hervor- 
gewachsen ist.) Das Hamiltonsche Variationsprinzip kann 


1) Siehe diese Annalen 79. S. 861. 1926. Es ist zum Verständnis 
nicht unbedingt nötig, die erste Mitteilung vor der zweiten zu lesen. f 

2) Dieser Rechenvorgang wird in der vorliegenden Mitteilung nicht 
weiter verfolgt. Er sollte nur zur vorläufigen raschen Orientierung über 
den äußerlichen Zusammenhang zwischen der Wellengleichung und der 
H.P. dienen. y steht nicht wirklich zur Wirkungsfunktion einer be- 
stimmten Bewegung in der von der Gleichung (2) der ersten Mitteilung 
behaupteten Beziehung. — Hingegen ist der Zusammenhang der Wellen- 
gleichung und der Variationsaufgabe selbstverständlich höchst real: der 
Integrand des stationären Integrals ist die Lagrange-Funktion für den 
Wellenvorgang. 

8) Vgl. z.B. E. T. Whittaker, Analytische Dynamik (Deutsche 
Ausgabe bei Springer 1924). Kap. 11. 8, 306 ff. 
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490 
als Fermatsches Prinzip für eine Wlstebalinig im Kon- 
figurationenraum (g-Raum) aufgefaßt werden, die H.P. spricht 
das Huygenssche Prinzip für diese Wellenausbreitung aus 
Leider ist dieser kraftvolle und folgenschwere Ideenkreis Ha- 
_miltons in den meisten modernen Wiedergaben seines schönen 
anschaulichen Gewandes als eines überflüssigen Beiwerks be- 
 raubt worden zugunsten einer mehr farblosen Darstellung der 
analytischen Zusammenhinge.') 
FEN Betrachten wir das allgemeine Problem der klassischen 
Mechanik konservativer Systeme. Die H.P. lautet vollständig 


, 28) = 0. 


W ist die ae d. h. das Zeitintegral der La- 
4 Deren T—V entlang einer Systembahn als Funktion 
der Endlage und der Zeit. g, steht als Repräsentant der 
Lagekoordinaten, 7 ist die kinetische Energie als Funktion 

der Lage- und Impulskoordinaten, eine quadratische Form 
_ der letzteren, für welche nach Vorschrift die partiellen Diffe- 
-rentialquotienten von W nach den 4, eingetragen sind. 7 ist 


wodurch dieselbe nats in 
(m, 


E ist eine PR willkürliche Integrationskonstante und be- 
deutet bekanntlich die Systemenergie. Entgegen der üblichen 


ahs 1) Felix Klein hat seit dem Sommer 1891 in seinen Vorlesungen 

über Mechanik wiederholt die Jacobische Theorie aus quasi-optischen 
Betrachtungen in nichteuklidischen höheren Räumen entwickelt. Vgl. 
_ F. Klein, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 1. 1891 und Ztschr. f. 
Math. u. Phys. 46. 1901. (Ges.-Abh. II. 8. 601 u. 603). In der zweiten 
ee stellt Klein mit leichtem Vorwurf fest, daß sein Vortrag vor der 
= Naturforscherversammlung in Halle, worin er zehn Jahre vorher diese 
Zusammenhänge dargelegt und die große Bedeutung der Hamilton- 
schen optischen Abhandlungen betont hatte, „nicht die allgemeine Beach- 
tung gefunden hat, die ich für ihn in Aussicht nahm“. — Ich verdanke 

den Hinweis auf F. Klein einer freundlichen brieflichen Mitteilung Hrn. 
J Prof. Sommerfelds. S. a. „Atemban“ 4. Aufl. 8. 803. 
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ER 
Gepflogenheit haben wir in (1’) die Funktion W selbst stehen 
lassen, anstatt wie üblich, die zeitfreie Koordinatenfunktion $ 

hineinzuschreiben. Das ist eine reine AuBerlichkeit. 

Die Aussage der Gleichung (1’) läßt sich nun höchst ein- 
fach aussprechen, wenn man sich der Ausdrucksweise von 
Heinrich Hertz bedient. Sie wird, wie alle geometrischen 
Aussagen im Konfigurationenraum (Raum der Variablen g,) 
besonders einfach und anschaulich, wenn man in diesem Raum 
mittels der kinetischen Energie des Systems eine nichteuklidi- 
sche Maßbestimmung einführt. Sei 7 die kinetische Energie 
als Funktion der Geschwindigkeiten g,, nicht wie oben i Im- 
pulse, so setze man für das Linienelement = ~~ 


(3) ds* = 2T(q, War. 


Die rechte Seite enthält d¢ nur äußerlich, sie meint (mittels — 
j,dt= dq,) eine quadratische Form der dg,. | 

Nach dieser Festsetzung darf man bekanntlich von Be- 
griffen wie: Winkel zweier Linienelemente, Senkrechtstehen, 
Divergenz und Rotation eines Vektors, Gradient eines Skalars, 
Laplacesche Operation (= div grad) eines Skalars u. ä. ganz 
denselben einfachen Gebrauch machen, wie im dreidimensio- 
nalen euklidischen Raum, man darf sich zum Denken un- 
gestraft der euklidischen dreidimensionalen Vorstellung be- 
dienen, nur die analytischen Ausdrücke für diese Begriffe — 
werden ein ganz klein wenig komplizierter, indem durchwegs ' 
an Stelle des euklidischen Linienelements das Linienelement (3) _ 
zu treten hat. Wir setzen fest, daß im folgenden alle geome- 
trischen Aussagen im q-Raum in diesem nichteuklidischen Sinn zu 
verstehen sind. 

Für die Rechnung ist eine der wichtigsten Abänderungen, — 
daß man sorgfältig zwischen kovarianten und kontravarianten 
Komponenten eines Vektors oder Tensors zu unterscheiden hat. 
Aber diese Komplikation ist nicht größer als schon im Falle 
eines schiefwinkeligen Kartesischen Axenkreuzes. on 

Die dg, sind das Prototyp eines kontravarianten Vektors. _ 
Die von den g, abhängigen Koeffizienten der Form 27 haben 
daher kovarianten Charakter, sie bilden den kovarianten Fun- 
damentaltensor. 27 ist die zu 27 gehörige kontravariante 
Form, denn die bilden den zum 
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Geschwindigkeitsvektor g, gehörigen kovarianten Vekto r, der 
Impuls ist der Geschwindigkeitsvektor in kovarianter Gestalt. 
Die linke Seite von (1’) ist nun nichts weiter als die kontra- 
variante Fundamentalform, in welche als Variable die 0 W/0q, 


.- i eingetragen sind. Letztere bilden die Komponenten des seiner 
a Natur nach kovarianten Vektors 
grad W. 


(Diesen Sinn also hat die Umrechnung der kinetischen Energie 
von den Geschwindigkeiten auf die Impulse, daß man kovariante 
Kr: Vektorkomponenten nur in eine kontravariante Form eintragen 
= darf, wenn etwas Sinnvolles, d. h. Invariantes resultieren soll.) 
ee ‘) deckt sich daher mit der einfachen Aussage 


(grad W)? = 2(E— 


igradW = 


- re u Forderung ist leicht zu analysieren. Gesetzt, es sei eine 


Funktion ¥ [von der Gestalt (2)] gefunden, die dieser Forderung 
genügt. Dann kann man diese Funktion für ein bestimmtes ¢ 
jedenfalls anschaulich darstellen, indem man im g-Raum die 
u Flächenschar W = const. einzeichnet und zu einer jeden ihren 


E a Nun gibt einerseits, wie wir sogleich zeigen werden, die 
er DE Gleichung (1) eine genaue Konstruktionsvorschrift, um aus 
irgendeiner Fläche dieser Schar, wenn sie und ihr W-Wert be- 
ss aunt ist, sukzessive alle übrigen und ihre W-Werte zu kon- 
> oe struieren. Andererseits läßt sich das einzige zu dieser Kon- 
_  seuktion benötigte Datum, nämlich die eine Fläche und ihr 
=  W-Wert, völlig willkürlich vorgeben und alsdann nach der Kon- 
struktionsvorschrift genau zweideutig zu einer der Forderung 
 genügenden Funktion W ergänzen. Bei alledem denken wir 
vorläufig die Zeit konstant. — Die Konstruktionsvorschrift 
erschöpft also den Inhalt der Differentialgleichung, man kann 
jede ihrer Lösungen aus einer passend angenommenen Fläche 
plus W-Wert erhalten. 
5 Nun zur Konstruktionsvorschrift. Sei also, Fig. 1, auf 
einer willkürlichen Fläche der Wert W, vorgeschrieben. Um 
die Fläche zu finden, on Wert Wo +dW, zugehört, 
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bezeichne man ein Ufer der vorgegebenen Fläche willkürlich ba 
als das positive, errichte in jedem Flächenpunkt das Lot und ~ 


trage auf ihm (unter Rücksicht auf das Vorzeichen von dW,) 
die Strecke 
dW, 


(4) 

ab. Die Endpunkte der Lote erfüllen die Fläche W, + d¥W,. 

So fortfahrend kann man sukzessive die Flächenschar nach 

beiden Ufern hin konstruieren. er 
Die Konstruktion ist zweideutig, denn man hätte vordem 

ersten Schritt auch das andere Ufer als das positive bezeichnen y 


können. Für die späteren Schritte besteht diese Zweideutig- 
keit aber nicht mehr, d. h. man kann nicht in irgendeinem 
späteren Stadium des Prozesses die Uferbezeichnung der Fläche, 
zu der man just gelangt ist, willkürlich wechseln, denn das 
würde im allgemeinen eine Unstetigkeit der ersten Differential- 
quotienten von W involvieren. Übrigens sind die zwei Flächen- _ 
scharen, zu denen man in den beiden Fällen gelangt, offenbar 
identisch, nur die hinzugeschriebenen W-Werte laufen in um- — 
gekehrter Richtung. 
Betrachten wir nun die höchst einfache Abhängigkeit von _ 
der Zeit, so zeigt Gleichung (2), daß auch zu irgendeinem 2 . ; 
späteren (oder früheren) Zeitpunkt ¢ + ¢ die nämliche Flächen- a rer 
schar die W-Verteilung veranschaulicht, nur sind zu den ein- _ or 
zelnen Flächen andere W-Werte hinzuzuschreiben, u. zwar ist 
von jedem der zur Zeit ¢ angeschriebenen #-Werte Er zu 7 = 
subtrahieren. Die W-Werte wandern sozusagen nach 
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Gesetz von Fläche zu Fläche, und zwar 

bei positivem # in Richtung der wachsenden W-Werte. Statt 
dessen kann man sich vorstellen, daß die Flächen fortwandern, 
indem jede die Gestalt und Lage der nächstfolgenden annimmt, 
und dabei ihren W-Wert mit sich führt. Das Wanderungs- 
gesetz der Flächen ist dadurch gegeben, daß z. B. die Fläche 
W, zur Zeit t+ dt die Lage erreicht haben muß, welche zur 
Zeit ¢ die Fläche W, + Edt innehatte. Das wird nach (4) er- 


zielt, indem man jeden Punkt der Fläche W, in der Richtung 


Edt 
V2(E-V) 


aufgefaßt werden kann als das System der Wellenflächen einer 
vr fortschreitenden, aber stationären Wellenbewegung im g-Raum, 
FR für welche der Betrag der Phasengeschwindigkeit in jedem 

Punkt des Raumes durch (6) gegeben ist. Denn die Lotkon- 
struktion läßt sich offenbar ersetzen durch die Konstruktion 
der Huygensschen Elementarwellen [mit dem Radius (5)] 
und ihrer Enveloppe. Der „Brechungsindex“ ist dem Rezi- 
prokwert von (6) proportional, er ist abhängig vom Ort, aber 
nicht von der Richtung. Der g-Raum ist also optisch in- 
homogen aber isotrop. Die Elementarwellen sind Kugeln, aller- 
dings — wie hier wieder einmal ausdrücklich gesagt sei — 
Kugeln im Sinne des Linienelements (3). 

Die Wirkungsfunktion W spielt für unser Wellensystem 
die Rolle der Phase. Die H.P. ist der Ausdruck des Huy- 
gensschen Prinzips. Formuliert man das Fermatsche Prinzip 


(ds FasVaE-V) „fer 
t, t, 


eo so wird man direkt auf das Hamiltonsche Prinzip in der 


_ _Maupertuisschen Form geführt (wo die Zeitintegrale mit dem 


roar 
g 
5 ds 
 fortwandern läßt. D.h. die Flächen verschieben sich mit einer 
Normalengeschwindigkeit 
To RE i die nach Vorgabe der Konstante Z eine reine Ortsfunktion ist. 
t man, daß ensystem W 
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üblichen grano salis zu verstehen sind, d.h. 7+ V = H=const., ae x 
auch bei der Variation.) Die „Strahlen“, d. h. die Orthogonal- ae a 
trajektorien der Wellenflächen sind also Bahnen des Systems 
fir den Energiewert Z, in Ubereinstimmung mit dem wohl- ne ; 
bekannten Gleichungssystem x 


(8) ra? 


welches aussagt, daß aus jeder speziellen Wirkungsfunktion is 
eine Schar von Systembahnen abgeleitet werden kann wie eine ~ a 
Strömung aus ihrem Geschwindigkeitspotential.') (Die Im- 
pulse p, bilden ja einfach den kovarianten Geschwindigkeits- Br 
vektor, die Gleichungen (8) sagen aus, daß er dem Gradienten a a 
der Wirkungsfunktion gleich ist.) _ 
Trotzdem in den vorstehenden Überlegungen von Wellen- 
flächen, Fortpflanzungsgeschwindigkeit, Huygensschem Prin- ee 5 
zip die Rede ist, hat man dieselben doch eigentlich nicht als a a 
eine Analogie der Mechanik mit der Wellenoptik, sondern mit — 
der geometrischen Optik anzusehen. Denn der Begriff der En 
Strahlen, auf den es für die Mechanik dann hauptsächlich an- — ae 
kommt, gehört der geometrischen Optik an, er ist nur ihr ein = 
scharfer Begriff. Auch das Fermatsche Prinzip läßt sich rein 
geometrisch-optisch fassen mit alleiniger Benützung des Be- 
griffes Brechungsindex. Und das System der W.Flächen, als 
Wellenflächen aufgefaßt, steht zur mechanischen Bewegung vor- 
erst in einer etwas loseren Beziehung insofern, als der Bild- 
punkt des mechanischen Systems auf dem Strahl er 
etwa mit der Wellengeschwindigkeit u fortrückt, sondern im 
Gegenteil, seine Geschwindigkeit ist (bei konstantem Z) pro- 
en l/u. Sie Er sich ja direkt aus (3) als me 


(9) y2T = y2(F—7P). 


ow 
0 Ik ’ 


Diese Nichtübereinstimmung ist einleuchtend. Erstens nach (8): 
die Systempunktgeschwindigkeit ist groß, wo grad W groß ist, 


d.h. wo die #-Flächen sich dicht zusammendrängen, d. h. wo 


1) Vel. besonders A. Einstein, Verh. d. D. Physik. Ges. 19. S. 77, 
82. 1917. Die an dieser Stelle gegebene Fassung der Quantenbedingungen | 
steht unter allen älteren Fassungen der vorliegenden am nächsten. er 
Auch de Broglie hat auf sie zurückgegriffen. 
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496 Schrodinger. 


u klein ist. Zweitens aus der Bedeutung von W als Zeitintegral 
der Lagrangefunktion: dieses verändert natürlich während der 
Bewegung [während dt um (”— Y)dt], daher kann der Bild- 
punkt nicht beständig mit derselben W-Fläche in Kontakt 
bleiben. 

Und so treten denn auch wichtige Begriffe der Wellen- 
lehre, wie Amplitude, Wellenlänge, Frequenz — oder all- 
gemeiner gesprochen die Wellenform — in der Analogie gar 
nicht auf, es fehlt zu ihnen eine mechanische Parallele; von 
der Wellenfunktion selbst wird gar nicht gesprochen, W hat 
für die Wellen nur die — bei der Unbestimmtheit der Wellen- 
form eigentlich etwas verschwommene — Bedeutung der Phase. 

Erblickt man in der ganzen Parallele nicht mehr als ein 
erfreuliches Anschauungsmittel, dann ist dieser Mangel in keiner 
Weise störend und man wird den Versuch, ihn zu beheben, als 
müßige Spielerei empfinden: die Analogie besteht eben mit der 
geometrischen, oder, wenn man durchaus will, mit einer sehr 
primitiven Wellenoptik, und nicht mit der vollausgebauten 
 Wellenoptik. Daß die geometrische Optik für das Zicht nur 
eine grobe Näherung ist, ändert daran nichts. Beim weiteren 
Ausbau der g-Raumoptik in wellentheoretischem Sinn müßte 
man, um die Analogie zu erhalten, geradezu dafür sorgen, daß 
man sich nicht merklich vom geometrisch-optischen Grenzfall 
entfernt; etwa indem man die Wellenlänge hinreichend klein 
wählt?) klein gegen alle Bahndimensionen. Dann lehrt aber 
die Zutat nichts neues, sie behängt das Bild nur mit Über- 

So könnte man zunächst meinen. Aber schon der erste 
Versuch einer wellentheoretischen Ausgestaltung führt auf so 
frappante Dinge, daß ein ganz anderer Verdacht aufsteigt: 
wir wissen doch heute, daß unsere klassische Mechanik bei sehr 
hleinen Bahndimensionen und sehr starken Bahnkrümmunygen ver- 


un 4 1) Vgl. für den optischen Fall A. Sommerfeld und Iris Runge, 
Ann. d. Phys. 35. S. 290. 1911. Dort wird (in Ausführung einer münd- 
u Bemerkung P. Debyes) gezeigt, wie sich die Gleichung erster 
Ordnung und zweiten Grades für die Phase („Hamiltonsche Gleichung‘) 

‘i = a aus der Gleichung zweiter Ordnung und ersten Grades für die Wellen- 
ae funktion (,,Wellengleichung“) im Grenzfall verschwindender Wellenlänge 


exakt ableiten läßt. 
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sagt. Vielleicht ist dieses Versagen eine volle Analogie zum 
, Versagen der geometrischen Optik, d. h. der „Optik mit un- 
endlich kleiner Wellenlänge“, das bekanntlich eintritt, sobald 
die „Hindernisse“ oder „Öffnungen“ nicht mehr groß sind gegen 
die wirkliche, endliche Wellenlänge. Vielleicht ist unsere 
klassische Mechanik das volle Analogon der geometrischen Optik 
und als solches falsch, nicht in Übereinstimmung mit der Wirk- 
lichkeit, sie versagt, sobald die Krümmungsradien und Dimen- 
sionen der Bahn nicht mehr groß sind gegen eine gewisse 
Wellenlänge, der im g-Raum reale Bedeutung zukommt. Dann 
gilt es, eine „undulatorische Mechanik“ zu suchen!) — und der 
nächstliegende Weg dazu ist wohl die wellentheoretische Aue , 
gestaltung des Hamiltonschen Bildes. 


§ 2. „Geometrische‘‘ und „undulatorische‘“ Mechanik. 

Wir machen zunächst die Annahme, daß es ein zutreffen- 
der Ausbau der Analogie ist, die oben betrachteten Wellen- 
systeme als Sinuswellen aufzufassen. Das ist das einfachste 
und naheliegendste, doch muß die Wülkür, die darin liegt, 
wegen der grundlegenden Bedeutung dieser Annahme unter- 
strichen werden. Es soll also die Wellenfunktion die Zeit nur 
in Form eines Faktors sin(.....) enthalten, dessen Argument 
eine lineare Funktion von W ist. Der Koeffizient von W muß, 
da W eine Wirkung, die Phase eines Sinus aber eine un- _ 
benannte Zahl ist, die Dimension einer reziproken Wirkung 
haben. Wir nehmen an, daß er universell sei, d. h. nicht bloß 
von EZ, sondern auch von der Natur des mechanischen Systems 
unabhängig. Wir dürfen ihn wohl sogleich mit 2r/A be- 
zeichnen. Der Zeitfaktor lautet also 


(10) sin + const] = sin (— 4+ + const) 


} 
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h 
Damit ergibt sich die Frequenz v» der Wellen u = 
(11) 


Es ergibt sich also die Frequenz der g-Raumwellen ohne merk- _ 
liche Künstelei der Systemenergie proportional.) Das hat 


1) Vgl. a. A. Einstein, Berl. Ber. S. 9ff. 1925. 
2) In der ersten Mitteilung war diese Beziehung im Rahmen einer 
bloßen Spekulation lediglich als Näherungsgleichung aufgetreten. „er: 
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= = freilich erst Sinn, wenn Z absolut, nicht, wie in der klassischen 
Mechanik, nur bis auf eine additive Konstante festgelegt ist, 
En Von dieser additiven Konstante unabhängig ist die Wellenlänge 


nach (6) und (11) 


Schrödinger. 


(12) » 


Ag denn der Radikand ist die doppelte kinetische Energie. Machen 
wir einen ganz vorläufigen rohen Vergleich dieser Wellenlänge 
mit den Bahndimensionen eines Wasserstoffelektrons, wie die 
klassische Mechanik sie ergibt, so ist zu beachten, daß zu- 
folge (3) eine „Strecke“ in unserem g-Raum nicht die Dimension 


einer Länge, sondern Länge mal YMasse hat. Dieselbe Dimen- 
sion hat 4. Wir haben also (wie man leicht überlegt) 2 zu 
dividieren durch die Bahndimension, sagen wir a (cm), mal 
Quadratwurzel aus der Elektronenmasse m. Der Quotient ist 
größenordnungsmäßig 


wo v für den Augenblick die 
Der Nenner mva hat die Größenordnung des mechanischen 
Impulsmomentes. Daß dieses für Keplerbahnen von atomaren 
Dimensionen mindestens die Größenordnung 10°?’ erreicht, 
folgt vor aller Quantentheorie aus den bekannten Werten der 
Elektronenladung und -masse. Wir erhalten also für die 
Grenze des angenäherten Geltungsbereiches der klassischen Me- 
chanik tatsächlich die richtige Größenordnung, wenn wir unsere 
Konstante A mit dem Planckschen Wirkungsquantum identi- 
fizieren. — Dies nur zur vorläufigen Orientierung. 
Drückt man in (6) Z nach (11) durch » aus, so erhält man 

— 

Fe Die Abhängigkeit der Wellengeschwindigkeit von der System- 
energie wird also zu einer eigenartigen Abhängigkeit von der 
Er Frequenz, d. h. zu einem Dispersionsgesetz für die Wellen. 
7 R oe Dieses Dispersionsgesetz bietet großes Interesse. Wir haben 
: im §1 darauf hingewiesen, daß die wandernden Wellenflächen 
mit der Bewegung des Systempunktes insofern nur in einem 
I; loseren Zusammenhang stehen, als ihre Geschwindigkeiten nicht 
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gleich ie und nicht gleich sein können. Nach (9), (11) |) und (6’) Es 
hat nun die Systemgeschwindigkeit v doch auch für die Wellen 
eine sehr konkrete Bedeutung. Man bestätigt sofort, u 

dv 


d (=) 
d. h. die Geschwindigkeit des Systempunktes ist die einer — 
Wellengruppe, die einen kleinen Frequenzbereich erfüllt (Signal- 
geschwindigkeit. Man findet hier einen Satz wieder, den Hr. 
de Broglie in den schönen Untersuchungen’), welchen ch _- 
die Anregung zu dieser Arbeit verdanke, abgeleitet hatte fir 
die „Phasenwellen“ des Elektrons, und zwar unter wesentlicher 
Bezugnahme auf die Relativitätstheorie. Man sieht, daß es 
sich um ein Theorem von großer Allgemeinheit handelt, das 
nicht aus der Relativitätstheorie entspringt, sondern auch für 
jedes konservative System der gewöhnlichen Mechanik Gel- 
tung hat. 
Diese Tatsache läßt sich nun dazu benützen, umeine viel __ 
innigere Verbindung zwischen Wellenausbreitung und Bld- 
punktbewegung herzustellen als bisher geschehen. Man kann — 4 
versuchen, eine Wellengruppe aufzubauen, welche in allen 
Richtungen relativ kleine Abmessungen hat. Eine solche 
Wellengruppe wird dann voraussichtlich dieselben Bewegungs- 
gesetze befolgen wie ein einzelner Bildpunkt des mechanischen 
Systems. Sie wird sozusagen einen Ersatz des Bildpunkts ab- 
geben können, solange man sie als angenähert punktförmig 
ansehen kann, d. h. solange man ihre Ausdehnung vernach- 
lässigen darf gegenüber den Dimensionen der Systembahn. 
Das wird allerdings nur dann der Fall sein, wenn die Bahn- 
dimensionen, insbesondere die Krümmungsradien der Bahn, 
sehr groß sind gegen die Wellenlänge. Denn nach Analogie 
mit der gewöhnlichen Optik leuchtet es von vornherein ein, 
daß sich die Dimensionen der Wellengruppe nicht nur nicht 
unter die Größenordnung der Wellenlänge herabdrücken lassen, 
sondern daß im Gegenteil die Gruppe sich nach allen Rich- 
tungen über eine große Anzahl von Wellenlängen erstrecken 


(13) v= 
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1) L. de Broglie, Annales de Physique (10) 8. S. 22. 1925. (Théses, 
Paris 1924.) 


E. Schrödinger. 
muß, wean sie annähernd monochromatisch sein soll. Das aber 
müssen wir fordern, da die Wellengruppe ja als Ganzes mit 
einer bestimmten Gruppengeschwindigkeit fortwandern und einem 
mechanischen System von bestimmter Energie entsprechen soll 
(siehe Gleichung 11). 

Soweit ich sehe, lassen sich solche Wellengruppen auf- 
bauen und zwar ganz nach demselben Konstruktionsprinzip, nach 
welchem Debye’) und von Laue?) in der gewöhnlichen Optik 
die Aufgabe gelést haben, die exakte analytische Darstellung 
eines Strahlenkegels oder eines Strahlenbündels anzugeben. 
Dabei ergibt sich eine sehr interessante Beziehung zu dem in 
81 noch nicht besprochenen Teil der Jacobi-Hamilton- 
schen Theorie, nämlich der wohlbekannten Herleitung der Be- 
wegungsgleichungen in integrierter Form durch Differentiation 
eines vollständigen Integrals der H.P. nach den Integrations- 
konstanten. Wie wir sogleich sehen werden, deckt sich das 
eben genannnte Jacobische Gleichungssystem mit der Aus- 
sage: der Bildpunkt des mechanischen Systems fällt dauernd 
zusammen mit demjenigen Punkt, wo ein gewisses Kontinuum 
von Wellenzügen in gleicher Phase zusammentrifft. 

: In der Optik erhält man die strenge wellentheoretische 
Darstellung eines „Strahlenbündels“ von „scharf“begrenztem 
_ endlichem Querschnitt, das gegen einen Brennpunkt und dann 
wieder auseinander läuft, nach Debye auf folgendem Wege: 
- man superponiert ebene Wellen, deren jede einzelne für sich 
den ganzen Raum erfüllen würde, und zwar superponiert man 
ein Kontinuum solcher Wellenzüge, indem die Wellennormale 
innerhalb des vorgegebenen Raumwinkels variiert wird. Die 
Wellen zerstören sich dann außerhalb eines gewissen Doppel- 
_ kegels fast vollständig durch Interferenz, sie stellen wellen- 
theoretisch exakt das gewünschte begrenzte Strahlenbündel dar 
mit allen durch die Begrenzung notwendig bedingten Beugungs- 
erscheinungen. — Ebensogut wie einen endlichen kann man 
auf diese Weise auch einen infinitesimalen Strahlenkegel dar- 
stellen, indem man die Wellennormale der Schar nur inner- 
halb eines infinitesimalen Raumwinkels variieren läßt. Dies 
5 er hat v. Laue in seiner berühmten Abhandlung über die Frei- 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. S. 755. 1909. 
En M. v. Laue, ebendort 44. 8. 1197 (8 2). 1914. 
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heitsgrade von Strahlenbündeln!) benützt. Endlich kann man 
anstatt, wie bisher stillschweigend angenommen, mit rein mono- 
chromatischen Wellen zu arbeiten, auch die Frequenz inner- 
halb eines infinitesimalen Bereiches variieren lassen und durch 
passende Verteilung der Amplituden und Phasen die Erregung 
auf einen Bereich beschränken, der auch in lorgidutinaler 
Richtung verhältnismäßig klein ist. So gewinnt man die ana- 
lytische Darstellung eines „Energiepakets“ von verhältnismäßig 
kleinen Abmessungen, das mit Lichtgeschwindigkeit oder, wenn 
Dispersion vorhanden ist, mit der Gruppengeschwindigkeit fort- 
wandert. Dabei ist der jeweilige Ort des Energiepakets — 
wenn es einem auf dessen Detailstruktur nicht ankommt — 
in sehr plausibler Weise gegeben als derjenige Raumpunkt, 
wo alle die superponierten ebenen Wellen in genau überein- 
stimmender Phase zusammentreffen. 

Wir wollen diese Überlegung nun auf die g-Raumwellen 
übertragen. Wir wählen zu einer bestimmten Zeit ¢ einen be- 
stimmten Punkt P des g-Raums aus, den das Wellenpaket zur 
Zeit ¢ in vorgegebener Richtung R passieren soll. Ferner sei 
vorgeschrieben die mittlere Frequenz » oder der mittlere E- 
Wert für das Wellenpaket. Diese Vorgaben entsprechen für 
das mechanische System genau dem, daß es zu gegebener Zeit 
aus einer gegebenen Konfiguration mit gegebenen Geschwindig- 
keitskomponenten starten soll (Energie plus Richtung gleich 
Geschwindigkeitskomponenten). 

Um nun die optische Konstruktion zu übertragen, benötigen 
wir zunächst eine Schar von Wellenflächen zu der verlangten 
Frequenz, d. h. eine Lösung der H.P. (1’) für den vorgegebenen 
E-Wert, nennen wir sie W, welche folgende Eigenschaft hat: 


wir 


(14) W= W,, 


soll im Punkte P ihr Lot in der vorgeschriebenen Richtung R 
Damit ist es aber noch nicht genug. Sondern wir 


haben. 
müssen nun die Wellenschar W noch in n-facher Weise (n = 


Zahl der Freiheitsgrade) unendlich wenig variieren können der- _ | 
art, daß die Wellennormale im Punkte P ein (n — 1)-dimensio- — 
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die zur Zeit 2 durch den Punkt P gehende Scharfläche, sagen 
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nales unendlich kleines Raumwinkelgebiet bestreicht und de 
Frequenz E/h ein eindimensionales unendlich kleines Gebiet, 
: _ Wobel dafür Sorge zu tragen ist, daß alle Mitglieder dieses 


Übereinstimmung”aller Phasen statthat. 
Um dies zu leisten, wird es genügen, wenn wir über eine 
Be Lösung W der H.P. verfügen, die außer von der Konstante J, 
die wir vorübergehend mit «, bezeichnen wollen, noch von 
weiteren Konstanten in solcher Weise ab- 
we ee ‘i hängt, daß sie nicht als eine Funktion von weniger als 
_ n Kombinationen dieser n Konstanten geschrieben werden kann. 
Denn dann können wir erstens dem «, den für # vorgeschriebenen 
| 3 Wert erteilen; und wir können zweitens «,, a, ...«@, so be- 
stimmen, daß die durch den Punkt P gehende Scharfläche im 
Punkte P die vorgegebene Lotrichtung R hat. Wir verstehen 
unter @,, &, ...«, fortan diese Werte und es sei (14) die zur 
a Zeit t durch den Punkt P gehende Fläche dieser Schar. Als- 
SE EA Br dann betrachten wir das Scharenkontinuum, welches zu den 
En. RR a,-Werten eines angrenzenden infinitesimalen @,-Bereiches ge- 
: Be hört. Ein Mitglied dieses Kontinuums, d.h. also eine Schar, 

Tr wird gegeben sein durch 


Page 


a für einen festen Wertesatz du,, de,...d«, und variierende 
 Const. Dasjenige Mitglied dieser Schar, d. h. also diejenige 
einzelne Fläche, die zur Zeit ¢ durch den Punkt P geht, wird 
durch folgende Wahl der Const. bestimmt: 


wobei (OW/A c,), usw. diejenigen die man er- 
hält, wenn man in die betreffenden Differentialquotienten die 
Koordinaten des Punktes P und den Zeitwert ¢ eintragt (welch 
letzterer übrigens nur in 0W/0a, wirklich vorkommt). 
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zur Zeit Z im LZunkte 2 in genau übereinstimmender nase varı 
Pa . . 
2 7 2 zusammentrefien. Alsdann wird nachzuweisen sein, wo zu sch 
pink oe ireendeiner anderen Zeit derienige Punkt liect. für den diese zu 
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Die Flächen (15’) für alle möglichen Wertesätze d«,, da, 
„..d«, bilden ihrerseits eine Schar. Sie gehen zur Zeit ¢ alle 
durch den Punkt P, ihre Wellennormalen erfüllen stetig einen 
kleinen räumlichen (n — 1-dimensionalen) Winkel, außerdem 
variiert ihr Z-Parameter in einem kleinen Bereich. Die Flächen- 
schar (15’) ist so entstanden, daß jede der Flächenscharen (15) 
zu (15’) einen Vertreter stellt, nämlich dasjenige Mitglied, das 
zur Zeit ¢ durch den Punkt P geht. 

Wir wollen nun annehmen, die Phasenwinkel der Wellen- 
funktionen, die zu den Scharen (15) gehören, stimmen gerade 
auf diesen nach (15’) entsendeten Vertretern überein. Sie stimmen 
also zur Zeit ¢ im Punkte P überein. 

Wir fragen nun: gibt es auch zu einer beliebigen Zeit einen 
Punkt, in welchem alle Flächen der Schar (15’) sich schneiden 
und in welchem daher alle Wellenfunktionen, die zu den Scharen 
(15) gehören, in der Phase übereinstimmen? Die Antwort lautet: 
den Punkt übereinstimmender Phase gibt es, aber es ist nicht 
der gemeinsame Schnittpunkt der Scharflächen (15), denn einen 
solchen gibt es zu einer beliebigen Zeit nicht mehr. Vielmehr 
kommt der Punkt übereinstimmender Phase so zustande, dab 
die Scharen (15) ihre in (15’) entsandten Vertreter kontinuier- 
lich auswechseln. 

Man erkennt das so. Für den gemeinsamen Schnittpunkt 
aller Mitglieder von (15) zu irgendeiner Zeit müßte gleich- 
zeitig gelten 


ow ow OW oW 
ow (aw 
(sx), 


weil ja die da, innerhalb eines kleinen Bereiches beliebig sind. 
In diesen a + 1 Gleichungen sind die rechten Seiten Konstante, 
die linken Seiten Funktionen von denn + 1 Größen ¢,,9,...9,)¢. 
Die Gleichungen werden befriedigt für das System der Aus- 
gangswerte, d. h. für die Koordinaten des Punktes P und den 
Ausgangszeitpunkt . Für einen willkürlichen anderen Wert 
von ¢ werden sie in q, ...g, keine Lösungen haben, sondern das 
System dieser n Größen überbestimmen. 

Man kann aber folgendermaßen vorgehen. Man läßt die 
erste Gleichung, W = W,, zunächst beiseite und bestimmt die g, 
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als Funktionen der Zeit und der Konstanten gemäß den 
n übrigen Gleichungen. Dieser Punkt heiße 9. Für ihn wird 
die erste Gleichung nun natürlich nicht erfüllt sein, sondern 
ihre linke Seite wird sich von der rechten um einen gewissen 
Betrag unterscheiden. Geht man auf die Genesis des Gleichungs- 
systems (16) aus (15’) zurück, so bedeutet das eben Gesagte, 
daß Q zwar nicht ein gemeinsamer Punkt für die Flächen- 
schar (15’) ist, wohl aber für eine Flächenschar, die aus (15’ 
dadurch hervorgeht, daß man die rechte Seite der Gleichung (15’ 
um einen für alle Scharflächen konstanten Betrag ändert. Die 
so erhaltene Schar heiße (15”), Für sie also ist Q gemein- 
samer Punkt. Sie geht, wie oben vorausgreifend behauptet, 
aus der Schar (15’) dadurch hervor, daß jede der Scharen (15) 
ihren nach (15’) entsandten Vertreter auswechselt. Dieses Aus- 
wechseln geschieht durch Abändern der Const. in (15) um 
den gleichen Betrag für alle Vertreter. Dadurch wird aber 
der Phasenwinkel für alle Vertreter um den gleichen Betrag 
abgeändert. Wie die alten, so stimmen also auch die neuen 
Vertreter, d. h. die Mitglieder der Schar, die wir (15”) nannten, 
und die sich im Punkt Q schneiden, im Phasenwinkel überein. 
Das heißt also: 

Der durch die n Gleichungen 

da, da, da, da, Jo 

als Funktion der Zeit bestimmte Punkt Q ist dauernd ein 

Punkt übereinstimmender Phase für die ganze Schar von 

Wellenscharen (15). 

Von den rn Flächen, als deren Schnittpunkt Q nach (17) 
erscheint, ist nur die erste beweglich, die übrigen stehen fest 
[nur die erste der Gleichungen (17) enthält die Zeit]. Dien — 1 
feststehenden Flächen bestimmen die Bahn des Punktes Q als 
ihre Schnittlinie. Es läßt sich leicht zeigen, daß diese Schnitt- 
linie Orthogonaltrajektorie der Schar W = Const. ist. W ge- 
nügt nämlich nach Voraussetzung der HP. (1) identisch in «,, 
a,...a,. Differentiert man nun die HP. nach a, (k=2, 
3,... 2), so erhält man die Aussage, daß das Flächenlot 
einer Fläche 0W/0a, = Const. in jedem Punkt dieser Fläche 
auf dem Flächenlot der durch denselben Punkt gehenden 
Fläche W = Const. senkrecht steht, d. h. daß jede der beiden 
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Flächen das Lot der anderen enthält. Ist die Schnittlinie der 
n— 1 feststehenden Flächen (17) unverzweigt, was sicherlich 
im allgemeinen der Fall ist, so muß also jedes Linienelement 
der Schnittlinie, als einziges gemeinsames Linienelement der 
n—1 Flächen, mit dem Lot der durch denselben Punkt 
gehenden W-Fläche zusammenfallen, d.h. die Schnittlinie ist 
Orthogonaltrajektorie der W-Flächen, w. z. b. w. 

Sehr viel kürzer, sozusagen stenographisch, kann man die 
etwas umständlichen Überlegungen, dieuns zuden Gleichungen (17) 
geführt haben, auch folgendermaßen zusammenfassen: W be- 
deutet, von einer universellen Konstante (1/4) abgesehen, den 
Phasenwinkel der Wellenfunktion. Liegt nun nicht bloß ein, 
sondern eine stetige Mannigfaltigkeit von Wellensystemen vor 
und sei dieselbe durch irgendwelche stetige Parameter «, stetig 
geordnet, so bringen die Gleichungen OW/ö«, = Const. zum 
Ausdruck, daß alle unendlich benachbarten Individuen (Wellen- 
systeme) dieser Mannigfaltigkeit übereinstimmende Phase haben. 
Diese Gleichungen bestimmen also den geometrischen Ort der 
Punkte übereinstimmender Phase. Sind der Gleichungen genug, 
so schrumpft dieser Ort auf einen Punkt zusammen, die 
Gleichungen bestimmen dann den Punkt übereinstimmender Phase 
als Funktion der Zeit. 

Da das Gleichungssystem (17) mit dem bekannten zweiten 
Gleichungssystem von Jacobi übereinstimmt, so haben wir 
also gezeigt: 

Der Punkt übereinstimmender Phase für gewisse n-para- 
metrige infinitesimale Mannigfaltigheiten von Wellensystemen be- 


wegt sich nach denselben Gesetzen wie der Bildpunkt des mecha- 


nischen Systems. 

Daß nun die Superposition dieser Wellensysteme wirklich 
nur in einer verhältnismäßig kleinen Umgebung des Punktes 
übereinstimmender Phase eine merkliche Erregung gibt, während 
sie sich überall sonst merklich durch Interferenz zerstören; 
oder daß das eben Gesagte mindestens bei passender Wahl der 
Amplituden und eventuell bei spezieller Wahl der Form der 
Wellenflächen zutrifft; dies exakt zu beweisen, halte ich für 
eine sehr schwierige Aufgabe. Ich werde die physikalische 
Hypothese, die ich an das zu Beweisende knüpfen will, auf- 
stellen, ohne an diese Aufgabe heranzutreten. Das wird erst 
Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 83 
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der Mühe lohnen, wenn die Hypothese sich bewährt wah wenn 
ihre Anwendung jene Analyse erfordern wiirde. 

Hingegen darf man sicher sein, daB der Bereich, auf den 
sich die Erregung beschränken läßt, noch mindestens eine 
größere Anzahl von Wellenlängen in jeder Richtung mißt, 
Das ist erstens unmittelbar evident, denn solange man sich 
vom Punkt übereinstimmender Phase nur um wenige Wellen- 
längen entfernt, wird die Phasenübereinstimmung kaum tangiert, 
die Interferenz ist noch fast ebenso günstig, wie in jenem 
Punkte selbst. Zweitens genügt der Hinweis auf den drei- 
dimensionalen euklidischen Fall der gewöhnlichen Optik, um 
sicher zu sein, daß es sich wenigstens im allgemeinen so 
verhält. 

Was ich nun mit großer Bestimmtheit vermute, ist 
folgendes: 

Das wirkliche mechanische Geschehen wird in zutreffender 
Weise erfaßt oder abgebildet durch die Wellenvorgänge im 
q-Raum und nicht durch die Bewegung von Bildpunkten in 
diesem Raum. Das Studium der Bildpunktbewegung, welches 
den Gegenstand der klassischen Mechanik bildet, ist nur ein 
Näherungsverfahren und hat als solches genau dieselbe Be- 
rechtigung wie die geometrische oder Strahlenoptik den wirk- 
lichen optischen Vorgängen gegenüber. Ein makroskopischer 
mechanischer Vorgang wird abzubilden sein als Wellensignal 
von der oben beschriebenen Art, das mit hinreichender 
Näherung als punktförmig angesehen werden kann im Vergleich 
mit der geometrischen Struktur der Bahnkurve. Wir haben 
gesehen, daß dann für ein solches Signal oder Wellengruppe 
wirklich genau dieselben Bewegungsgesetze gelten, die die 
klassische Mechanik für den Bildpunkt aufstellt. Diese Be- 
handlungsweise verliert aber jeden Sinn, wenn die Bahnstruktur 
nicht mehr sehr grob gegen die Wellenlänge oder gar mit ihr 
vergleichbar ist. Alsdann muß die strenge wellentheoretische 
Behandlung eintreten, d. h. man muß, um sich von der Mannig- 
faltigkeit der möglichen Vorgänge ein Bild zu machen, von 
der Wellengleichung ausgehen und nicht von den Grundgleichungen 
der Mechanik. Letztere sind zur Erklärung der Mikrostruktur 
des mechanischen Geschehens ebenso unbrauchbar, wie die 
geometrische Optik zur Erklärung der Beugungserscheinungen. 
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Zen eine gewisse Deutung dieser Mikrostsukter im An- 
schluß an die klassische Mechanik, freilich unter sehr künst- 
lichen Zusatzannahmen, überhaupt ala ist und praktische 
Erfolge von höchster Bedeutung aufzuweisen hat, so scheint 
es mir sehr bezeichnend, daß diese Theorie — ich meine die 
Quantentheorie in der von Sommerfeld, Schwarzschild, 
Epstein u. a. bevorzugten Form — gerade mit der H.P. und 
mit der Hamilton-Jacobischen Lösungstheorie im intimsten 
Zusammenhang steht, d. h. mit derjenigen Form der klassischen 
Mechanik, welche schon den deutlichsten Hinweis auf den 
wahren undulatorischen Charakter des mechanischen Ge- 
schehens enthält. Die H.P. entspricht ja dem Huygens- 
schen Prinzip (in seiner alten naiven, nicht in der strengen 
Kirchhoffschen Form). Und wie dieses, ergänzt durch einige 
dem geometrischen Optiker ganz unverständliche Vorschriften 
(Fresnelsche Zonenkonstruktion), schon in weitgehendem Maß 
den Beugungserscheinungen gerecht wird, so konnte von der 
Theorie der Wirkungsfunktion aus Licht auf die Vorgänge im 
Atom fallen. Dagegen mußte man sich in unauflösliche Wider- 
sprüche verwickeln, als man — was freilich sehr natürlich 
war — auch für diese Atomvorgiinge den Begriff der System- 
bahnen aufrecht zu erhalten versuchte; ebenso wie man sich 
in Unverständlichkeiten verliert, wenn man im Bereich einer 
Beugungserscheinung dem Verlauf der Zichtstrahlen nachzugehen 
versucht. 

Man denke sich einmal folgendes. Ich will damit noch 
kein zutreffendes Bild des wirklichen Geschehens geben, das 
von dieser Seite her schlechterdings nicht zu gewinnen ist, 
sondern nur zu gewinnen ist durch Untersuchung der Wellen- 
gleichung; ich will bloß die Sachlage rein qualitativ illustrieren. 
Also man denke sich, eine Wellengruppe von der oben be- 
schriebenen Beschaffenheit gerate irgendwie auf eine kleine, 
etwa geschlossene „Bahn“, deren Dimensionen nur von der 
Größenordnung der Wellenlänge sind, also Alein gegen die Ab- 
messungen der Wellengruppe selbst. Es ist klar, daß dann 
die „Systembahn“ im Sinne der klassischen Mechanik, das ist 
die Bahn des Punktes genau übereinstimmender Phase, ihre 
ausgezeichnete Rolle vollkommen einbüßen wird, weil vorn 
hinter und neben diesem Punkt ein ganzes Kontinuum von ~ 
88* 
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kommene Phasenübereinstimmung besteht “a die gänzlich 
- andere „Bahnen“ beschreiben. Anders gesprochen: die Wellen- 
gruppe erfüllt nicht nur den ganzen Bahnbereich auf einmal, 
sondern reicht nach allen Richtungen noch weit über the 
hinaus, 

In diesem Sinne deute ich mir die nach Hrn. de Broglie 
die Bahn des Elektrons begleitenden „Phasenwellen“, in dem 
Sinne also, daß, jedenfalls im Atomverband, der Elektronen- 
bahn selbst keinerlei ausgezeichnete Bedeutung zukommt und 
noch weniger dem Ort des Elektrons auf seiner Bahn. Und 
in diesem Sinne deute ich die heute mehr und mehr zum 
Durchbruch kommende Überzeugung erstens: daß der Phase 
der Elektronenbewegungen im Atom die reale Bedeutung ab- 
zusprechen sei; zweitens: daß man nicht einmal behaupten 
könne, das Elektron befinde sich in einem bestimmten Zeit- 
moment auf einer bestimmten von den durch die Quanten- 
bedingungen ausgesonderten Quantenbahnen; drütens: die 
wahren Gesetze der Quantenmechanik bestünden nicht in be- 
stimmten Vorschriften für die einzelne Bahn, sondern in diesen 
wahren Gesetzen seien die Elemente der ganzen Bahnen- 
mannigfaltigkeit eines Systems durch Gleichungen verbunden, 
so daß scheinbar eine gewisse Wechselwirkung zwischen den 
verschiedenen Bahnen bestehe.') 

Es ist nicht unverständlich, daß eine sorgfältige Analyse 
des experimentell Gegebenen zu Behauptungen dieser Art 
führen muß, wenn das experimentell Gegebene der Ausfluß 
einer solchen Struktur des wirklichen Geschehens ist, wie wir 
sie hier vertreten. Alle diese Behauptungen steuern ja syste- 
matisch der Auflösung des Begriffes „Elektronenort“ und 
„Elektronenbahn“ zu, entschließt man sich zu dieser Auf- 
lösung nicht, so bleiben sie widerspruchsvoll. Dieser Wider- 
spruch ist so stark empfunden worden, daß man daran ge- 
zweifelt hat, ob das Geschehen im Atom sich überhaupt 
der räumlich-zeitlichen Form des Denkens werde eingliedern 
lassen. Vom philosophischen Standpunkt aus würde ich eine 


1) Vgl. besonders die an späterer Stelle zitierten Arbeiten von 
Heisenberg, Born, Jordan, Dirac, ferner N. Bohr, Die Natur- 
wissenschaften, Januar 1926. 
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endgültige Entscheidung in diesem Sinne einer vollständigen 
Waffenstreckung gleich erachten. Denn wir können die Denk- 
formen nicht wirklich ändern und was wir innerhalb derselben 
nicht verstehen können, das können wir überhaupt nicht ver- 
stehen. Es gibt solche Dinge — aber ich glaube nicht, daß 
die Atomstruktur zu ihnen gehört. — Von unserem Stand- 
punkte aus besteht aber zu solchem Zweifel gar kein Grund, 
obwohl oder besser gesagt, weil sein Auftauchen außerordent- — 
lich verständlich ist. So könnte ja auch ein geometrischer 
Optiker, der bei seinen fortgesetzten Versuchen, den Beugungs- 
erscheinungen mittels des in der makroskopischen Optik be- _ 
währten Strahlbegriffes beizukommen, beständig scheitert, ein _ 
solcher könnte, sage ich, zu guterletzt vielleicht auf den Ge- _ 
danken kommen, daß die Gesetze der Geometrie auf die Beugungs- _ 
erscheinungen nicht anwendbar sind, da er beständig darauf 
geführt wird, daß die ihm als geradlinig und voneinander 
unabhängig bekannten Lichtstrahlen nun auf einmal auch im 
homogenen Medium die merkwürdigsten Krümmungen auf- — 
weisen und sich sichtlich gegenseitig beeinflussen. Ich halte 
diese Analogie für sehr eng. Sogar zu den unmotivierten 
Krümmungen fehlt das Analogon im Atom nicht — man denke 
an den zur Deutung der anomalen Zeemaneffekte ersonnenen 
„unmechanischen Zwang“. 

In welcher Weise wird man nun bei der undulatorischen 
Ausgestaltung der Mechanik in den Fällen, wo sie sich als — 
notwendig erweist, vorzugehen haben? Man muß statt von dn 
Grundgleichungen der Mechanik von einer Wellengleichung 
für den g-Raum ausgehen und die Mannigfaltigkeit der nach 
ihr möglichen Vorgänge betrachten. Die Wellengleichung 
wurde in dieser Mitteilung noch nicht explizite benützt und 
überhaupt noch nicht aufgestellt. Das einzige Datum zu ihrer 
Aufstellung ist die durch (6) oder (6’) als Funktion des mecha- 
nischen Energieparameters bzw. der Frequenz gegebene Wellen- 
geschwindigkeit und durch dieses Datum ist die Wellengleichung 
selbstverständlich nicht eindeutig festgelegt. Es ist gar nicht 
ausgemacht, daß sie gerade von der zweiten Ordnung sein 
muß, nur das Bestreben nach Einfachheit veranlaßt dazu, se 
zunächst einmal damit zu versuchen. Man wird dann für die 
Wellenfunktion y ansetzen 
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E. Schrodinger. 


div grad — v=0 


& gültig für Vorgänge, welche von der Zeit nur durch einen 
Faktor e?=irt abhängen. Das heißt also, mit Beachtung von 
(6), (6°) und (11) 


divgradw+ 


FE Die Differentialoperationen ae selbstverständlich mit Be- 


ziehung auf das Linienelement (3) zu verstehen. — Aber selbst 


78 unter den Ansätzen zweiter Ordnung ist dieser nicht der 
einzige mit (6) verträgliche, es wäre die — 
möglich, daß man div grad w durch a. q 


(19 f(q,) div ( 7 ~ grad v) 


ersetzt, wo f eine beliebige Funktion der g, sein kann, die 
freilich plausibler Weise irgendwie von E, V(q,) und den 
Koeffizienten des Linienelements (3) abhängen müßte (man 
könnte z.B. an f= u denken). Unser Ansatz ist wieder von 
dem Bestreben nach Einfachheit diktiert, doch halte ich dies- 
falls eine Irreleitung nicht für ausgeschlossen. ') 

Die Unterschiebung einer partiellen Differentialgleichung 
als Ersatz der Grundgleichungen der Dynamik für die Atom- 
_ probleme erscheint nun im ersten Augenblick äußerst miBlich 
wegen der ungeheuren Mannigfaltigkeit von Lösungen, die 
einer solchen Gleichung eignet. Schon die klassische Dynamik 
hatte nicht etwa auf eine zu beschränkte, sondern auf eine 
viel zu umfangreiche Mannigfaltigkeit von Lösungen geführt, 
nämlich auf eine kontinuierliche Schar, während nach aller 
Erfahrung nur eine diskontinuierliche Menge dieser Lösungen 
verwirklicht zu sein scheint. Die Aufgabe der Quantentheorie 
ist nach der herrschenden Auffassung gerade die, aus der 
kontinuierlichen Schar der nach der klassischen Mechanik 
möglichen Bahnen, die diskrete Schar der wirklich auftretenden 


1) Die Einführung von f(q,) bedeutet, daß nicht bloß die „Dichte“ 
sondern auch die „Elastizität“ mit dem Orte variiert. gee A 
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auszusondern durch die „Quantenbedingungen“. Es scheint 
ein übler Anfang für einen neuen Versuch in dieser Richtung, 
wenn er damit beginnt, die Zahl der Lösungen, ihrer trans- 
zendenten Größenordnung nach, zu steigern, statt zu ver- 
mindern. 

Zwar läßt sich auch das Problem der klassischen Dynamik 
in das Gewand einer partiellen Gleichung kleiden, nämlich 
eben in die H.P. Aber die Mannigfaltigkeit der Problem- 
lösungen entspricht nicht der Mannigfaltigkeit der Lösungen 
der H.P. Eine beliebige „vollständige“ Lösung der H.P. löst 
das mechanische Problem restlos, irgendeine andere vollständige 
Lösung liefert dieselben Bahnen, nur in anderer Zusammen- 
fassung zu Bahnmannigfaltigkeiten. 

Was nun die gegenüber der Gleichung (18), als Grund- 
lage der Atomdynamik, geäußerte Befürchtung anlangt, so will 
ich zwar durchaus nicht behaupten, daß nicht weitere Zusatz- 
bestimmungen zu dieser Gleichung werden hinzutreten müssen. 
Sie werden aber vermutlich nicht mehr einen so gänzlich 
fremdartigen und unverstandenen Charakter haben wie die bis- 
herigen „Quantenbedingungen“, sondern von demjenigen Typus 
sein, den wir in der Physik bei einer partiellen Differential- 
gleichung gewohnt sind: als Anfangs- oder Randbedingungen. 
Sie werden auch in keiner Weise den Quantenbedingungen 
analog sein. Denn es zeigt sich in allen Fällen der klassischen 
Dynamik, die ich bisher untersucht habe, daß die Gleichung (18) 
die Quantenbedingungen in sich trägt. Sie sondert in gewissen 
Fällen, und zwar in denjenigen, in denen die Erfahrung dafür 
spricht, selbsttätig gewisse Frequenzen oder Energieniveaus als 
die für stationäre Vorgänge allein möglichen aus, ohne irgend- 
eine weitere Zusatzannahme als die für eine physikalische 
Größe beinahe selbstverstindliche Anforderung an die 
Funktion w: dieselbe soll im ganzen Konfigurationenraum 
eindeutig endlich und stetig sein. 

Die geäußerte Befürchtung verwandelt sich also in ihr 
Gegenteil, jedenfalls was die Energieniveaus oder sagen wir 
vorsichtiger, die Frequenzen betrifft. (Denn was es mit der 
„Energie der Schwingungen“ auf sich hat, ist eine Frage für 
sich, man darf nicht vergessen, daß es sich ja nur gerade 
beim Einkörperproblem um etwas handelt, das die Deutung 
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als Schwingungen im wirklichen dreidimensionalen Raum un- 
mittelbar gestattet) Die Bestimmung der Quantenniveaus 
erfolgt nicht mehr in zwei innerlich getrennten Etappen: 1. Be- 
stimmung aller dynamisch möglichen Bahnen. 2. Verwerfung 
des übergroßen Teiles der sub 1. gewonnenen Lösungen und 
Aussonderung einiger weniger durch spezielle Forderungen; 
vielmehr sind die Quantenniveaus auf einmal als die Higenwerte 
der Gleichung (18) bestimmt, welche ihre natürlichen Rand. 
bedingungen in sich trägt. 

Inwieweit dadurch in komplizierteren Fällen auch eine 
analytische Erleichterung erzielt werden wird, entzieht sich 
derzeit noch meiner Beurteilung. Ich möchte das aber ver- 
 muten. Es haben wohl die meisten Analytiker das Gefühl, 
daß bei dem oben beschriebenen etappenweisen Vorgehen sub 1) 
die Lösung eines komplizierteren Problems geleistet werden 
muß, als für das Endergebnis: Energie als, meist sehr einfache 
rationale, Funktion der Quantenzahlen — eigentlich erfordert 
_ würde. Schon die Verwendung der Hamilton-Jacobischen 
Methode bringt bekanntlich eine große Vereinfachung, indem 
die wirkliche Durchrechnung der mechanischen Lösung um- 
 gangen wird. Es genügt, die Integrale, welche die Impulse 
darstellen, anstatt für variable obere Grenze bloß für einen im 
Komplexen geschlossenen Integrationsweg auszuwerten, was 
viel weniger Mühe macht. Immerhin muß die vollständige 
Lösung der H.P. wirklich bekannt, d.h. durch Quadraturen 
dargestellt, es muß also die Integration des mechanischen 
Problems prinzipiell für beliebige Anfangswerte geleistet sein. 
— Bei der Aufsuchung der Eigenwerte einer Differential- 
gleichung geht man nun allerdings in praxi auch meistens so 
vor, daß man zuerst die Lösung ohne Rücksicht auf die Rand- 
oder Stetigkeitsbedingungen aufsucht und aus der Gestalt der 
Lösung diejenigen Parameterwerte abliest, für welche die 
Lösung den genannten Bedingungen genügt. Ein Bei- 
spiel dafür gibt unsere erste Mitteilung. Man erkennt an 
diesem Beispiel aber auch — was für Eigenwertprobleme 
typisch ist —, daß die Lösung, die allgemein nur in recht 
schwer zugänglicher analytischer Form gegeben war [Glei- 
chung (12) a.a.0.], sich für die zu der „natürlichen Rand- 
bedingung“ gehörigen Eigenwerte ganz außerordentlich ver- 
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einfacht. Ich bin nicht genügend orientiert darüber, ob schon 
jetzt direkte Methoden zur Berechnung der Eigenwerte aus- 
gearbeitet sind. Für die Verteilung der Eigenwerte hoher 
Ordnungszahl ist das bekanntlich der Fall. Aber dieser Grenz- 
fall interessiert hier gerade nicht, er entspricht der klassischen, 
makroskopischen Mechanik. Für die Spektroskopie und Atom- 
physik überhaupt werden gerade die ersten 5 oder 10 Eigen- 
werte von Interesse sein, schon der erste allein wäre ein großer 
Erfolg, er bestimmt die Ionsierungsspannung. Bei der scharf- 
umrissenen Fassung, die sich jeder Eigenwertaufgabe als 
Maximum-Minimumaufgabe ohne jede direkte Beziehung auf 
die Differentialgleichung geben läßt, erscheint es mir sehr 
wahrscheinlich, daß direkte Methoden zur wenigstens an- 
genäherten Berechnung der Eigenwerte sich werden auffinden 
lassen, sobald das dringende Bedürfnis dazu besteht. Zum 
mindesten sollte es möglich sein, in einzelnen Fällen zu unter- 
suchen, ob die numerisch durch die Spektroskopie mit aller 
wünschenswerten Genauigkeit bekannten Eigenwerte der Auf- 
gabe genügen oder nicht. — 


Ich möchte an dieser Stelle die Tatsache nicht mit Still- = 
schweigen übergehen, daß gegenwärtig von seiten Heisenbergs, 
Borns, Jordans und einiger anderer hervorragender Forscher') 
ein Versuch zur Beseitigung der Quantenschwierigkeit im Gange 
ist, der schon auf so beachtenswerte Erfolge hinzuweisen hat, daß 
es schwer wird, daran zu zweifeln, er enthalte jedenfalls einen 
Teil der Wahrheit. In der Tendenz steht der Heisenbergsche 
Versuch dem vorliegenden außerordentlich nahe, davon habenwir 
schon oben gesprochen. In der Methode ist er so toto genere ver- 
schieden, daß es mir bisher nicht gelungen ist, das Verbindungs- 
glied zu finden. Ich hege die ganz bestimmte Hoffnung, daß diese 
beiden Vorstöße einander nicht bekämpfen, vielmehr, gerade 
wegen der außerordentlichen Verschiedenheit des Ausgangs- 
punktes und der Methode, einander ergänzen werden, indem 
der eine weiterhilft, wo der andere versagt. Die Stärke ds 


1) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33. 8.879. 1925; M. Born 33 
u. P. Jordan, ibid. 34. S. 858. 1925: M. Born, W.Heisenberg u. 
P. Jordan, ebendort 35. S. 557. 1926; P. Dirac, Proc. Roy. Soc. London 
109. 642. 1925. 
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Heisenbergschen Programms liegt darin, daß es die Zinien- 
intensitäten zu geben verspricht, eine Frage, von der wir uns hier 
bisher ganz ferngehalten haben. Die Stärke des vorliegenden 
Versuches — wenn es mir erlaubt ist, darüber ein Urteil zu 
sagen — liegt in dem leitenden physikalischen Gesichtspunkt, 
welcher die Brücke schlägt zwischen dem makroskopischen und 
dem mikroskopischen mechanischen Geschehen, und welcher 
die äußerlich verschiedene Behandlungsweise, die sie erfordern, 
verständlich macht. Für mich persönlich liegt ein besonderer 
Reiz in der am Ende der vorigen Mitteilung erwähnten Auf- 


pl fassung der emittierten Frequenzen als „Schwebungen“, von 


der ich auch glaube, daß sie ein mee aes Verständnis 
der Intensitätsformeln vermitteln ir. 


§ 3. Anwendungsbeispiele. 


Wir wollen nun dem in der ersten Mitteilung behandelten 
Keplerproblem noch einige weitere Beispiele hinzufügen. Es 
sind nur die allereinfachsten, da wir vorläufig auf die klassische 


Mechanik ohne Magnetfeld beschränkt sind.') q 


1. Der Plancksche Oszillator. Die Entartungsfrage. 
Wir behandeln zunächst den eindimensionalen Oszillator. 


Die Koordinate g sei die Elongation multipliziert mit der 


Quadratwurzel aus der Masse. Die beiden Formen der kine- 
tischen Energie sind dann 


(20) 


(21) 


T= "s 
Die potentielle Energie sei 


wo », die Eigenfrequenz im Sinne der Mechanik, Dann lautet 


T=!,p:. 


Gleichung (18) Fall: 


1) In der Relativitätsmechanik und mit Berücksichtigung eines 
 Magnetfeldes wird die Aussage der H.P. komplizierter. Im Falle eines 


einzigen Elektrons sagt sie aus, daB der vierdimensionale Gradient der 


_ Wirkungsfunktion, vermindert um einen vorgegebenen Vektor (das Vierer- 
potential), konstanten Betrag hat. Die wellentheoretische Übersetzung 
dieser Aussage bietet ziemliche Schwierigkeiten. 
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Sei zur Abkürzung 


a= 


Wir führen als unabhängige Variable ein 


(22”) 


Die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieser Gleichung sind 
bekannt.‘) Die Eigenwerte sind in den hier benützten Zeichen 


Die Eigenfunktionen sind die Her miteschen Orthogonalfunktionen 


(26) | 
H,(x) bedeutet das „te Hermitesche Polynom, welches definiert 
werden kann als 
(21) 
H, (2) = (22) — i 
a7) Er - 
+ (2x -t—+ .... 
Die ersten dieser Polynome lauten Fe 7 
= 1 H, (2) = 22 
27)! H,(z) = 422-2 H, (x) = 825 — 122 & 
H,(z) = 1624 — 4827412 ........ | 
Betrachten wir zunächst die Eigenwerte, so ergibt sich nach 
(25) und (28) 


1) Vgl. Courant-Hilbort, Methoden der mathematischen Physik I __ 
(Berlin, bei Springer 1924) V, § 9, 8. 261, Gl. 48, ferner II, § 10,4, 8.76. — 
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Als Quantenniveaus erscheinen also sogenannte „halbzahlige“ 
Multipla des dem Oszillator eigentümlichen „Energiequants“, 
d.h. die ungeraden Vielfachen von k»,/2. Die Abstände der 
Niveaus, die allein für die Strahlung maßgebend sind, sind 
dieselben wie in der bisherigen Theorie. Merkwürdigerweise 
sind unsere Quantenniveaus genau dieselben wie in der Heisen- 
bergschen Theorie! — Für die Theorie der spezifischen Wärme 
ist diese Abweichung von der bisherigen Theorie nicht ohne 
Bedeutung, sie kommt allerdings erst dann ins Spiel, wenn, 
als Folge der Wärmeausdehnung, die Eigenfrequenz », variiert, 
Formal handelt es sich um die alte Frage der „Nullpunkt- 
energie“, die schon im Zusammenhang mit dem Dilemma: 
erste oder zweite Fassung der Planckschen Theorie auf- 
getreten war. — Auch auf das Gesetz der Bandenkanten hat 
das Zusatzglied hyv,/2 Einfluß. 

Die Eigenfunktionen (26) lauten, wenn man nach (24) und 


(23) wieder die ursprüngliche Größe g, einführt: 
(26°) H, : ). 


Die Betrachtung von (27”) lehrt, daß die erste Kigenfunktion 
eine „Gausssche Fehlerkurve“ ist, die zweite verschwindet im 
Nullpunkt und entspricht für positive x einer „Maxwellschen 
Geschwindigkeitsverteilung* in zwei Dimensionen, die nach 
negativen x ungerade fortgesetzt ist: Die dritte Eigenfunktion 
ist wieder gerade, im Nullpunkt negativ, und hat zwei sym- 
metrische Nullstellen + 1 /Y2; usw. Man kann den qualitativen 
Verlauf leicht überblicken und skizzieren, wobei darauf zu 
achten ist, daß die Wurzeln aufeinanderfolgender Polynome 
einander trennen. Aus (26’) erkennt man, daß die charak- 
teristischen Punkte der Eigenfunktionen, wie Halbwertsbreite 
(für n = 0), Nullstellen, Maxima, größenordnungsmäßig im Be- 
reich der klassischen Oszillatorschwingung liegen. Denn für 
die klassische Amplitude der nten Schwingung findet man leicht 


VE, 1 ,/h ,/2n+1 


Doch kommt, soviel ich sehe, im allgemeinen dem genauen 
Abszissenwert der klassischen Umkehrpunkte keine bestimmte 
Bedeutung im Verlauf der Eigenfunktion zu. Man könnte der- 
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i Quantisierung als Eigenwertproblem. 517 
gleichen vermuten, denn die Umkehrpunkte haben für die 
Phasenraumwelle die Bedeutung, daß dort das Quadrat der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit unendlich und in größerer Ent- 
fernung negativ wird. In der Differentialgleichung (22) bedeutet 
das aber nur das Verschwinden des Koeffizienten von w und 
gibt zu gar keiner Singularität Anlaß. 

Ich möchte hier die Bemerkung nicht unterdrücken, die 
ganz allgemein, nicht bloß für den Oszillator, gilt: daß gleich- 
wohl dieses Verschwinden und Imaginärwerden der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit etwas sehr Charakteristisches ist. Es 
ist der analytische Grund für die Aussonderung scharfer Eigen- 
werte durch die bloße Bedingung des Endlichbleibens der 
Funktion. Ich möchte das näher erläutern. Eine Wellen- 
gleichung mit reeller Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet 
bekanntlich dies: der Funktionswert nimmt zeitlich beschleunigt 
zu in dem Maße, als er unter dem Durchschnittswert der 
Funktion in der räumlichen Umgebung der betrachteten Stelle 
liegt; und vice-versi. Eine solche Gleichung hat daher, wenn 
auch nicht augenblicklich und andauernd, wie die Wärmeleitungs- 
gleichung, so doch im Laufe der Zeit einen Wiederausgleich der 
extremen Ausschläge zur Folge und gestattet in keinem Punkte 
ein übermäßiges Anwachsen der Funktion. — Eine Wellen- 
gleichung mit imaginärer Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet 
nun das genaue Gegenteil: Funktionswerte, die über dem Durch- 
schnitt der Umgebung liegen, nehmen beschleunigt zu (oder doch 
verzögert ab) und vice-versä. Man begreift daher, daß eine 
Funktion, die einer solchen Gleichung ausgesetzt ist, in die 
allergrößte Gefahr gerät, über alle Grenzen anzuwachsen. Man 
muß es schon sehr geschickt einrichten, um sie vor dieser 


Gefahr zu bewahren, und die Institution, welche das ermöglicht, _ 
sind eben die scharfbestimmten Eigenwerte. In der Tat kann | 

man auch an dem in der ersten Mitteilung behandelten Bei- _ 
spiel sehen, daß die Forderung nach scharfen Eigenwerten mit — 


dem Augenblick erlischt, wo man die dortige Größe E positiv 


wählt, wodurch die Wellengeschwindigkeit im ganzen Raum 


reell wird. 
Nach dieser Abschweifung kehren wir zum Oszillator zurück 
und fragen uns, ob sich etwas ändert, wenn wir dem Oszillator 


zwei oder mehrere Freiheitsgrade geben (räumlicher Oszillator, 
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BB Sehrödinger. 


fester Körper). Gehören zu den einzelnen Koordinaten ver- 
schiedene mechanische Eigenfrequenzen (»,-Werte), so ändert 
sich nichts. Man setzt wy als Produkt von Funktionen je einer 
Koordinate an und das Problem zerfällt in soviel Einzel- 
_ probleme vom oben behandelten Typus als Koordinaten vor- 
handen sind. Die Eigenfunktionen sind Produkte Hermite- 
scher Orthogonalfunktionen, die Eigenwerte des Gesamtproblems 
stellen sich dar je als Summe der Eigenwerte der Einzel. 
probleme, in allen möglichen Kombinationen. Kein Eigenwert 
(des Gesamtsystems) wird mehrfach, wenn man voraussetzt, daß 
zwischen den »,-Werten keine rationale Beziehung besteht. 
Ist hingegen letzteres der Fall, dann ist zwar auch die- 
selbe Behandlungsweise noch möglich, aber sie ist sicher nicht 
die einzige. Es treten mehrfache Eigenwerte auf, und die 
„Separation“ läßt sich sicher noch in anderen Koordinaten 
ausführen, z.B. beim isotropen räumlichen Oszillator in räum- 
lichen Polarkoordinaten.') Die Eigenwerte, die man erhält, 
sind aber sicher in jedem Falle genau dieselben, wenigstens 
sofern man im Besitze des „Vollständigkeitsbeweises“ für das 
auf eine Art gewonnene System von Eigenfunktionen ist. Man 
erkennt in alledem die vollkommene Parallele zu den wohl- 
bekannten Verhältnissen, denen die bisherige Quantisierungs- 
methode im Falle der Entartung begegnet ist. Nur in einem 
Punkt besteht ein nicht unerfreulicher formaler Unter- 
schied. Wenn man die Sommerfeld-Epsteinschen Quanten- 
bedingungen ohne Rücksicht auf eine eventuelle Entartung 
anwandte, so erhielt man zwar bekanntlich stets die nämlichen 
Energieniveaus, kam aber zu verschiedenen Aussagen hinsicht- 
lich der zugelassenen Bahnen je nach der Koordinatenwahl. 
Das ist hier nun nicht der Fall. Allerdings kommt man zu 


1) Man wird dabei in r auf eine Gleichung geführt, die ganz nach 
derselben Methode zu behandeln ist, welche in der ersten Mitteilung auf 
das Keplerproblem angewendet wurde. Auch der eindimensionale Oszillator 
führt übrigens auf dieselbe Gleichung, wenn man g? als Variable einführt. 
Ich hatte die Aufgabe ursprünglich in dieser Weise direkt gelöst. Den 
Hinweis, daß es sich um die Differentialgleichung der Hermiteschen 
Polynome handelt, verdanke ich Herrn E. Fues. — Das beim Kepler- 
problem auftretende Polynom (Gl. 18 der ersten Mitteilung) ist der 
2n + 1te Differentialquotient des n + [ten Laguerreschen Polynoms, 
wie ich nachträglich erkannte. 
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3 Quantisierung als Eigenwertproblem. 
einem ganz abweichenden System von Zigenfunktionen, wenn 
man beispielsweise das der ungestérten Keplerbewegung ent- 
sprechende Schwingungsproblem in parabolischen Koordinaten 
behandelt anstatt in Polarkoordinaten, wie wir es in der 
I. Mitteilung taten. Aber als möglicher Schwingungszustand hat 
ja nicht gerade die einzelne Eigenschwingung zu gelten, sondern 
ein beliebiges, endliches oder unendliches lineares Aggregat von _ 
solchen. Und als solche lassen sich die auf einem zweiten 
Weg gefundenen Eigenfunktionen stets darstellen, nämlich als 
lineare Aggregate der auf einem beliebigen Weg gefundenen 
Eigenfunktionen, wenn diese nur ein vollständiges System bilden. 
Man wird freilich um die bisher hier noch gar nicht in 
Angriff genommene Frage, wie sich denn in einem bestimmten 
Fall die Energie in Wirklichkeit auf die Eigenschwingungen 
verteilt, nicht dauernd herumkommen. In Anlehnung an die 
bisherige Quantentheorie wird man geneigt sein, anzunehmen, 
daB im entarteten Fall nur die Energie der Gesamtheit von _ 
Eigenschwingungen, die zu einem bestimmten Eigenwert gehört, 
einen gewissen vorgeschriebenen Betrag haben muß, der im 
nichtentarteten Fall schon einer einzigen Eigenschwingung 
zugehört. Ich möchte diese Frage vorläufig noch gänzlich 
offen lassen — auch in dem Punkt, ob überhaupt die gfun- 
denen „Energieniveaus“ wirklich Energiestufen des Schwingungs- 
vorganges sind oder für ihn nur die Bedeutung der Freuenz 
haben. Für das Zustandekommen der scharfen Emissions- 
frequenzen ist, wenn man die Schwebungstheorie annimmt, die 
Deutung als Energieniveaus ja nicht mehr erforderlich. 


if 


4 2. Der Rotator mit raumfester Achse. = 

Wegen des Fehlens der potentiellen Energie bei gleich- _ 
zeitig euklidischem Linienelement bildet dieser das einfachste 
überhaupt denkbare Beispiel für die Schwingungstheorie. Sei 
A das Trägheitsmoment, gm der Drehwinkel, so erhält man ls 
Schwingungsgleichung offenbar: 


= 0. 
Sie hat die eel 
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520 E. Schrodinger. 


Hier muß nun das Argument ein ganzzahliges Vielfaches von 
g sein einfach aus dem Grund, weil sonst im Bereich der 
Koordinate gm entweder nicht eindeutig oder nicht stetig sein 

würde, denn p + 2a bedeutet ja dasselbe wie 9. Diese Be- 
 dingung ergibt das wohlbekannte Resultat 


in vollkommener Übereinstimmung mit der bisherigen Quanti- 
sierung. 

Dem Ergebnis kommt jedoch für die Anwendung auf die 
Bandenspektren keine Bedeutung zu. Denn wir werden so- 
gleich mit der eigenartigen Tatsache bekannt werden, daß 
unsere Theorie für den Rotator mit freier Achse ein anderes 
Resultat ergibt. Und das gilt allgemein. Es ist bei der An- 
wendung der Undulationsmechanik nicht gestattet, zur Verein- 
fachung der Rechnung die Bewegungsfreiheit des Systems 
stärker beschränkt zu denken, als sie wirklich beschränkt ist, 
selbst wenn man auf Grund der Integrale der mechanischen 
Gleichungen weiß, daß das System bei der einzelnen Bewegung 
von bestimmten Freiheiten nicht Gebrauch macht. Für die 
Mikromechanik ist eben das System der mechanischen Grund- 
gleichungen ganz und gar nicht mehr zuständig, die einzelnen 
Bahnkurven, von denen es spricht, haben dort keine Sonder- 
existenz mehr. Ein Wellenvorgang erfüllt den ganzen Phasen- 
raum. Daß für einen Wellenvorgang sogar schon die Anzahl 
der Dimensionen, in denen er sich abspielt, etwas sehr wesent- 


liches ist, ist wohlbekannt. xs 4 


3. Der starre Rotator mit freier Achse. 


Führt man als Koordinaten ein die Polarwinkel der Kern- 
verbindungslinie, 9, gm, so lautet die kinetische Energie als 
Funktion der Impulse 


(82) 


Der Form nach ist das die kinetische Energie eines Massen- 
punktes, der auf eine Kugelfläche gezwungen ist. Die La- 
placesche Operation ist daher einfach der von den Polar- 
winkeln abhängige Teil des räumlichen Laplaceschen Ope- 
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rators und die Schwingungsgleichung (18”) erhält folgende 
Gestalt 


1 ö ı 9 8 ae 
(33) sin? OF (sin #5 4 + sin? = 


Die Forderung, das y auf der Kugelfläche EEE und stetig 
sein soll, führt bekanntlich auf die Eigenwertbedingung 


A 
h? 


Eigenfunktionen sind bekanntlich die Kugelflächenfunktionen. 


(84) 


H=n(n+1); n=0, 1, 2, 8... 


8n? A 


— Die Energieniveaus sind also 
(84) 5, = 2640"; 2=0, 1,2, 8. 


Diese Bestimmung weicht von allen bisherigen (außer 
vielleicht von der Heisenbergschen?) ab. Doch war man 
vom Experiment her dazu geführt worden, in der Formel (31) 
für n „halbzahlige“ Werte zu setzen, unter verschiedenen Be- 
gründungen. Man erkennt, daß Formel (34’) praktisch dasselbe 
leistet, wie (31) mit halbzahligem n. Denn es ist ja 


1 


nn +1)= (n+ 3) 
Der Unterschied liegt also bloß in einer kleinen additiven Kon- _ 
stante, die Niveaudifferenzen in (34) sind dieselben wie bei 
„halbzahliger Quantelung“. Das gilt auch noch für die An- 
wendung auf die kurzwelligen Banden, bei denen das Träg- 
heitsmoment infolge des „Elektronensprunges“ im Anfangs- und 
Endzustand verschieden ist. Denn es tritt ja höchstens zu 
allen Linien einer Bande ein kleines konstantes Zusatzglied 
hinzu, das im großen „Elektronenterm“ oder auch im „Kern- 
schwingungsterm* untergeht. Übrigens erlaubt unsere bis- 
herige Analyse durchaus nicht, von diesem kleinen Zusatzglied 


etwa als 
126-4) 
4 8n°\A A’ 


in wohldefinierter Weise zu sprechen. Die Vorstellung des 


durch „Quantenbedingungen“ für die Elektronenbewegungen 
und Kernschwingungen festgelegten Trägheitsmomentes fällt 
aus dem ganzen hier verfolgten Ideenkreis heraus. Wir werden 


in der nächsten Ziffer zeigen, wie man näherungsweise wenig —_ 


Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 
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E. Schrödinger. 


stens die Kernschwingungen und die Rotationen des zwei- 
atomigen Moleküls gleichzeitig behandeln kann durch Synthese 
der unter 1. und 3. behandelten Fälle!) — Erwähnen möchte 
ich noch, daß der Wert n=0 nicht dem Verschwinden der 
Wellenfunktion yw, sondern einem konstanten Wert derselben 
entspricht, mithin einer Schwingung mit konstanter Amplitude 
auf der ganzen Kugelfläche. 


4. Der unstarre Rotator (zweiatomiges Molekül). 


Nach der am Ende von Ziff. 2. gemachten Bemerkung 
müssen wir das Problem von Haus aus mit allen seinen sechs 
Freiheitsgraden ansetzen, die es wirklich besitzt. Wir wählen 
zunächst die kartesischen Koordinaten z,, y,, 2], 2 Yq: 2, der 
beiden Moleküle, deren Massen m,, m, seien. r sei ihr Abstand. 
Die potentielle Energie sei 


(35) | 
= Ya — — (z, 2°. 
Hier möge 
2. ı Mg 


die „resultierende Masse“ sein. Dann ist », die mechanische 


5 rata Eigenfrequenz der Kernschwingung bei festgehaltener Kern- 
TS + verbindungslinie. r, ist der Abstand, in dem die potentielle 


Energie ein Minimum ist. All dies ist im Sinne der gewöhn- 
lichen Mechanik gemeint. 
Für die niles Sra (18”) erhält man folgendes 


1 aw 1 ay 
) 
Wir führen als neue unabhängige Variable ein z, y, z, &, 7, ¢: 


(37) 


r=2,—2, (m+m,)§=m,2, +m, 2, 
(38) yayı-% m+tm)n=my+m,y, 
z=2z,—z, (m+m,)C=m,z, +m,z, 


1) Vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl. 
8. 838. Die anharmonischen Zusatzglieder in der pune Energie 
ziehen wir hier noch nicht in Betracht. u nn 
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Quantisierung als Figenwertproblem. 
Die Umrechnung ergibt 


+ — =0, 


wobei zur Abkürzung 
: 


Nun können wir für ansetzen das Produkt einer Funktion 
der relativen Koordinaten x, y, z und einer Funktion der 
Schwerpunktskoordinaten & 7, & 


(40) 
Fir g erhält man die 


(41) ($2 4) + Const.g = 0. 


m, tm 
Sie ist von derselben Gestalt wie diejenige, die sich für die wu 
kräftefreie Bewegung eines Massenpunktes von der Masse 
m, + m, ergeben würde. Der Konstante würde in diesem Fall 
die Bedeutung 


(42) Const. = 87% 


zukommen, wo Z, die Translationsenergie des genannten Massen- _ 
punktes. Wir denken diesen Wert in (41) eingetragen. Welche 
Werte für EZ, als Eigenwerte zulässig sind, hängt nun davon 
ab, ob den ursprünglichen Koordinaten und damit auch den 
Schwerpunktskoordinaten der ganze unendliche Raum zur Ver- 
fügung steht, ohne daß neue potentielle Energien auftreten 
oder nicht. Im ersten Fall ist jeder nichtnegative Wert zu- 
lässig, jeder negative unzulässig. Denn wenn Z, nicht negativ 
ist, und ur dann, besitzt (41) Lösungen, die nicht identisch 
verschwinden und doch im ganzen Raum endlich bleiben. Be- 
findet sich aber das Molekül in einem „Kasten“, so ist dieser 
als Randbedingung für die Funktion g aufzufassen, oder konse- 
quenter gesprochen: die Gleichung (41) wird an der Kasten- 
wand infolge des Auftretens weiterer potentieller Energien sehr 
abrupt ihre Gestalt ändern. Dadurch wird eine diskrete Menge 
von #-Werten als Eigenwerte ausgesondert. Es handelt sich 
um die „Quantelung der Translationsbewegung‘‘, von der ich © oa 
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E. Schrödin ger. 


schon neulich die Hauptzüge besprochen und gezeigt habe, daß 
sie zur Einsteinschen Gastheorie führt.!) 

Für den von den relativen Koordinaten z, y, z abhängigen 
Faktor f der Schwingungsfunktion ergibt sich nun die Be- 
stimmungsgleichung: : 


x? 


wobei zur Abkürzung 

Wir führen nun für z, y, z Polarkoordinaten r, 9, g ein (was 
mit der bisherigen Verwendung des Zeichens r im Einklang 


ist). Nach mit u erhält man: 


1 a 1 @ 1 6 

(43') Or + r alas oo (sin 54) + ‘sin? 
+ [aa — ud’(r — =0 

Neuerliche Aufspaltung von f. Der von den Polarwinkeln ab- 

hängige Faktor ist eine Kugelflächenfunktion. Ordnung n. Die 

geschweifte Klammer ist — x(n + 1)f. - Wir denken dies ein- 

getragen, lassen einfachheitshalber das Zeichen f stehen für 

den von r abhängigen Faktor. Sodann wird als neue ab- 

hängige Variable eingeführt 

(44) z=rf 

und sodann als neue unabhängige Variable 

(45) 


Die Umrechnung ergibt: Tre 
(46) 


(+ er? 

Bis hierher ließ sich die Rechnung streng führen. Jetzt 
machen wir eine Annäherung, die, ich weiß es wohl, einer 
strengeren Begründung bedürfte, als ich hier dafür geben werde. 
Wir vergleichen (46) mit der früher behandelten Gleichung (22), 
mit welcher sie im Bau übereinstimmt, sich nur im Koeffi- 
zienten der unbekannten Funktion um Glieder von der rela- 
tiven Größenordnung o/r, unterscheidet. Man sieht das, wenn 
man entwickelt: 


1) Physik. Ztschr. 27. S. 95. 1926. 
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n(n +1) _ + 1) _ 2¢ 30? 


in (46) nesta nach Potenzen von o/r, ordnet und für o die 
nur um eine kleine Konstante verschiedene Variable einführt: 


n(n + 1) 
ro ) 

Gleichung (46) erhält dann die Gestalt: 

, 19 f 
46) 
mit den Abkürzungen 

= f n(n +1) 
3n(n + 1) 
b= po 


Das Zeichen [o’/r,] in (46’) meint Glieder, welche gegen das 
kleinste noch berücksichtigte Glied von der Ordnung 9’/r, 
klein sind. 

Nun wissen wir von der Gleichung (22’), mit der wir (46) 
jetzt vergleichen, daß deren erste Eigenfunktionen nur in einem 
kleinen Bereich beiderseits des Nullpunktes merklich von Null 
verschieden sind. Erst für höhere Ordnungszahl dehnen sie 
sich allmählich weiter aus. Bei mäßiger Ordnungszahl ist der — 
Bereich für die Gleichung (46°), wenn man darin das Glied 
[o’/r,) fortläßt und die Größenordnung der Molekülkonstanten 
einsetzt, tatsächlich klein gegen r,. Wir ziehen daraus den, 
ich wiederhole es, unstrengen Schluß, daß man auf diese Weise 
für die ersten Eigenfunktionen innerhalb des Bereichs, wo sie 
überhaupt merklich von Null verschieden sind, und auch für — 
die ersten Higenwerte eine brauchbare Näherung erhält. Aus 
der damaligen Eigenwertbedingung (25) leitet man nun in 
leichter Rechnung, indem man die Abkürzungen (49), (39) und 
(39) wieder auflöst und die kleine Größe 

n(n + 1)h? n(n + 1) h? 
als neue Abkürzung einführt, folgende Energiestufen ab: — 


82° A 1+ 36 
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(52) 

fir das Trägheitsmoment geschrieben ist. 

s ist, in der Sprache der klassischen Mechanik, das Qua- 
drat des Verhältnisses der Rotationsfrequenz zur Schwingungs- 
frequenz »,; es ist demnach, bei der Anwendung auf das Mole- 
kül, wirklich eine kleine Größe und die Formel (51) hat, von 
dieser kleinen Korrektion und von den schon früher besprochenen 
Abweichungen abgesehen, den gewohnten Bau. Sie ist die 
Synthese von (25’) und (34), wobei noch Z, als Repräsentant 
der Translationsenergie hinzukommt. Hervorzuheben ist, daß 
die Güte der Näherung nicht allein nach der Kleinheit von 
-@ zu beurteilen ist, es darf auch 7 nicht zu groß sein. Doch 
kommen für / ja praktisch nur kleine Zahlen in Betracht. 

Die s-Korrektionen in (51) berücksichtigen noch nicht die 
Abweichung der Kernschwingungen vom reinharmonischen 
Typus. Daher ist ein Vergleich mit der Kratzerschen Formel 
(s. Sommerfeld, 1. c.) und mit der Erfahrung noch untunlich. 
Ich wollte den Fall vorläufig nur als Beispiel dafür bringen, 
daß und in welcher Weise der anschauliche Begriff der Gleich- 
gewichtskonfiguration des Kernsystems auch in der Undulations- 
mechanik seine Bedeutung beibehält, indem die Wellenampli- 
tude yw praktisch nur in einer kleinen Umgebung der Gleich- 
gewichtskonfiguration von Null verschieden ist. Die unmittel- 
bare Interpretation dieser von sechs Variablen abhängigen 
Wellenfunktion im dreidimensionalen Raum stößt allerdings 
zunächst auf Schwierigkeiten begrifflicher Natur. 

Auf das Rotationsschwingungsproblem der zweiatomigen 
Molekel unter Berücksichtigung der anharmonischen Glieder 
in der Bindungsenergie wird demnächst zurückzukommen sein. 
Der von Kratzer mit großem Geschick für die klassisch- 
mechanische Behandlung ausgewählte Ansatz ist auch für die 
Undulationsmechanik der geeignete. Man muß aber, um die 
Rechnung so weit zu treiben, als es für die Feinheiten der 
Bandenstruktur nötig ist, von der Theorie der Störung der 
Eigenwerte und Eigenfunktionen Gebrauch machen, d. i. der 
Änderung, die ein bestimmter Eigenwert und die zugehörigen 
Eigenfunktionen einer Differentialgleichung erfahren, wenn man 
dem Koeffizienten der unbekannten Funktion in der Differen- 
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tialgleichung ein kleines „Störungsglied“ hinzufügt. Diese ,,Sté- 
rungstheorie“ ist das vollkommene Gegenstück zu derjenigen 
der klassischen Mechanik, nur ist sie einfacher aus dem Grunde, 
weil wir uns in der Undulationsmechanik durchweg im Gebiet 
linearer Relationen bewegen. In erster Näherung ergibt sich 
die Aussage, daß die Eigenwertstörung gleich ist dem „über 
die ungestörte Bewegung“ gemittelten Störungsglied. 

Die Störungstheorie erweitert die analytische Greifweite 
der neuen Theorie außerordentlich. Als praktisch wichtiges 
Ergebnis möchte ich schon hier anführen, daß der Starkeffekt 
erster Ordnung mit der durch die Erfahrungsbestätigung un- 
antastbar gewordenen Epsteinschen Formel wirklich voll- 
kommen übereinstimmend gefunden wird. 


Zürich, Physikalisches Institut der Universität. 


(Eingegangen 23. Februar 
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Bi > mit der Lummerplatte; vi 
von Paul Kunze, 


1. Einleitung. 


Nachfolgend sei ein Auswertungsverfahren für Aufnahmen 
mit der Lummerplatte mitgeteilt, von dem ich hoffe, daß es 
neu ist, und daß es andre Verfahren an Genauigkeit und Ein- 
fachheit übertrift. — Man kann bei der Auswertung zwei 
Wege einschlagen. Entweder man macht keine Voraussetzungen, 
und interpoliert rein empirisch mit Hilfe einer Dispersions- 
kurve, oder man wertet, in Anlehnung an die Grundgleichung 
der Lummerplatte, rein rechnerisch aus unter der Annahme, 
daß das Liniengitter durch Bildfehler nicht verzerrt ist. — 
Im ersteren Falle ist es wegen der starken Krümmung der 
Dispersionskurve nicht möglich, die Genauigkeit der Photo 
voll auszunutzen. Man wird deshalb in allen Fällen, wo 
größte Genauigkeit gewünscht wird, zur Benutzung des zweiten 
Weges gezwungen. 


2. Analytischer Teil. 


Im nachfolgenden bezeichnet d die Plattendicke, n die 
Ordnungszahl, » den Brechungsindex, g den Austrittswinkel 
des Strahles. Dann lautet die Lummergrundgleichung 


nh — 2dyv — sin? g = 0 (Fig. 1). 


Man substituiert jetzt zunächst den Anstritiewinkel: p p durch 
den Glanzwinkel « = 90°— op, so daß 


Dann substituiert man +4, und definiert A, so (vgl. 
Fig. 2): Verkleinert man allmählich das A, so rückt das Linien- 
gitter immer mehr in das Bildzentrum, wobei im Grenzfall 
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Auswertung von 1 Aufnahmen mit der Lummerplatte. 529 a 
die erste Ordnung des Liniengitters identisch wird mit der a 
Bildmitte selbst. Dann en also: 


- 
Hierbei ist das », der dem A, zugeordnete Wert, und 2, ist Eure = 
diejenige Ordnung von 2,, die im Bildzentrum selbst liegt und 
identisch ist mit dem Wert der ersten Goteang von A. A 


Die Ausführung der Substitution gibt: 


Dies ist eine quadratische Gleichung in A,, deren Auflösung 
lautet: 


1 + sin?'a — A, 


n Ny 


Man trifft nun oben die Vereinbarung n = n,, das 
heißt, man denkt sich die beiden Liniengitter durch Variation 
von A bei konstant gehaltenem r entstanden. Entwickelt man 
ferner den Ausdruck Y»?—1-+sin®« in eine Reihe, und 
sin‘ « 


80? — 1% 


vernachlässigt man Glieder, die von der Größe 


und kleiner sind, so wird: 


A = sin — 


| 
- 
) 
= 


Zur Berechnung des Klammerterms rechts benutzt man die 
Taylorentwicklung 


Diese Darstellung ist zulässig wegen der Kleinheit von A,/A. 


Die Dispersion 0/04 der Glassorte ist hierbei bekannt. Führt 
man dies durch, so ergibt sich: 


Führt man jetzt ein: 
sing ~ « 
so ergibt sich die Endformel: i oe 


53. Diese Formel gibt in der Tat insofern das Gewünschte, als 
sie uns den Zusammenhang zwischen den Glanzwinkeln und 


den von einem konventionellen Fixpunkt aus gezählten Wellen- 
längen bietet. 


3. Anwendung. 
aa ee In Praxi sind die wahren Werte von « nicht bekannt. 
x Wenigstens genügt die Kenntnis der Kammerbrennweite nicht, 
um aus den auf der Platte gemessenen Millimeterwerten die 
wahren Glanzwinkel zu berechnen. Denn die wirksame Brenn- 
a weite ist durch Linsenwirkung der Lummerplatte häufig ver- 
von der Kammerbrennweite. 
Any Bezeichnet man daher mit x die auf der Aufnahme ge- 
Be messenen Millimeterwerte, gerechnet vom Bildzentrum aus, so 
u - im Falle der Abwesenheit von Verzeichnungsfehlern der 
Kammerlinse: z = konstans mal «, und es wird einfach: 
4, = Ca*, wobei C eine zu bestimmende Konstante darstellt, 
de das Lummerbild in Ängström eicht. 
Um es an einem Beispiel zu illustrieren, sei etwa ein 
Dublett angenommen mit den vom Bildzentrum aus gemessenen 
Millimeterwerten (vgl. Fig. 3): 
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Dann setzt man an: 


A, = Cz,? 
=(z, 
on 
— 
usw. je sent 
4277/53 
Kes! das Dispersionsgebiet (in An- 
2d | y? 


näherung und ohne Rücksicht auf das Vorzeichen) ist. 
Obiges sind, wenn n-Ordnungen einer m-fachen Linie aus- 
gemessen werden, m-n-Gleichungen, welche durch Subtraktion 
n-(n— 


) -Gleichungen für den unbekannten Eichungsfaktor C 


& 

7 

2 


Fig. 3 


ergeben. Natürlich wird man in Praxi nicht alle diese 
Gleichungen benutzen, sondern nur die gut definierten Linien 
heranziehen. Immerhin ist es für das Verfahren charakteristisch, 
daß alle Linien von ihm gleichmäßig behandelt werden und 
es keine bevorzugte „Hauptlinie“ gibt, von der aus man mißt. 
Die Vereinigung der so gewonnenea C-Werte erfolgt am besten 
durch Einführung von Genauigkeitsgewichten in Anlehnung an 
die Methode der kleinsten Quadrate, die hier leicht durch- 
zuführen ist. 

Mit der Berechnung des C ist zugleich der numerische 
Teil so gut wie erledigt, denn die Bildung von: z,?- C gibt 
sofort die Ängströmwerte der Struktur, vom Fixpunkt A, aus 
gezählt, wobei die Mittelung der Endwerte im Belieben steht. 
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4, Zusammenfassung. 


Im vorhergehenden wird ein Verfahren zur Auswertung 
von Aufnahmen mit der Lummerplatte gegeben, welches die 
bisher bekannten Verfahren (vgl. z. B. Hansen)!) teils an Ge- 
nauigkeit, teils an Einfachheit übertrifft.) Voraussetzung für 
die Anwendung ist Abwesenheit von Bildfehlern bei der Ab- 
bildung durch die Kammerlinse. Da aber der Strahlengang 
von der optischen Achse nur um höchstens 2 Grad abweicht, 
ist die Voraussetzung bei mäßig guter Linse und Justierung 
immer erfüllt. 

. Charakteristisch für das Verfahren ist die Einführung 
eines geeignet definierten Fixpunktes, von dem aus man die 
_ Wellenlängen zählt, und der so beschaffen ist, daß die 
parabolische Eigenschaft der Dispersionskurve die numerische 
_ Ausführung sehr erleichtert. Dadurch bleibt das Verfahren 
streng symmetrisch und es tritt keine Bevorzugung einer 
Linie als „Hauptlinie‘“ ein. Dieser Umstand ist für vielfache 
Strukturen von Bedeutung. 

Der durch die Näherungen entstandene Fehler bleibt im 
Durchschnitt weit unter einem Bruchteil eines Promille. 


Rostock, Physikal. Institut der Universität, Januar 1926. 


1) Hansen, Ztschr. f. wissensch. Photographie, 23. S. 17. 1924. 

2) Anm. bei der Korrektur: Erst nach Fertigstellung des vorliegen- 

den Beitrags im Januar kam mir das Dezemberheft der Annalen zu 

Gesicht, in welehem Hansen ein Verfahren zur Auswertung von Dubletts 
angibt, dessen Leitgedanke mit dem obigen übereinstimmt. — (Vgl. 
Ann. d. Phys. 78. 8. 558. 1925.) 
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3. Opti sche un d elektrische Kon stanten des 
Rohrzuckers; 
von Enrique Loedel Palumbo.') E 
(Mitgeteilt von R. Gans.) 


Optische und elektrische Konstanten einer Substanz geben 
Aufschluß über die Art, wie die Molekel aus den positiven und 
negativen Ladungen aufgebaut ist. Allerdings gilt das nicht 
bezüglich der Einzelheiten, wohl aber in den großen Zügen, _ 
die für die Brechung, Zerstreuung, Doppelbrechung und Ab- 
sorption des Lichts sowie für ihr dielektrisches Verhalten maß- — 
gebend sind. 

Deshalb sollten einmal die verschiedensten Messungen an 
einem wohldefinierten Stoff ausgeführt bzw. von anderen an- 
gestellte Beobachtungen rechnerisch zweckmäßig verwertet 
werden, um einige molekulare Konstanten zu bestimmen. 

Wir wählten Rohrzucker, weil es uns darauf ankam, eine 
Substanz zu studieren, deren Bau, wie schon die optische Ak- 
tivität zeigt, komplizierter ist, und andererseits, weil es bei | 
ihm wegen der Größe der Molekel möglich ist, die molekulare 
Lichtzerstreuung messend zu verfolgen, Ferner zogen wir einen 
gelösten Stoff einer einheitlichen Substanz vor, weil man, zu 
größeren Verdünnungen übergehend, die Molekeln sozusagen 
voneinander isolieren und so ihrem wechselseitigen Einfluß 
entziehen kann. 

Es wurden in den Kreis der Betrachtung gezogen die Re- 
fraktion und Dispersion von Zuckerlösungen in ihrer Abhängig- 
keit von der Konzentration, die Zirkularpolarisation, die Di- 
elektrizitätskonstante und die molekulare Lichtzerstreuung. 


1. Brechungsindex. 


Der Rohrzucker war reinstes Produkt der Firma Merck. | 
Zuerst wurden an Lösungen der verschiedensten Konzentra- 


R 1) Auszug aus der Doktordissertation der Universität La Plata. 
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tionen Brechungsindizes vom Roten bis ins Violette gemessen, 

da wir in der Literatur keine Daten außer für die D-Linie 
fanden. Später teilte uns Hr. Schönrock auf unsere Anfrage 
 liebenswürdigerweise mit, daß er bereits die Dispersion be- 
stimmt hat. Diese Beobachtungen waren allerdings in einer 
uns unzugänglichen Zeitschrift veröffentlicht.!) Immerhin wollen 
wir unsere Ergebnisse mitteilen, um den Grad der Überein- 
stimmung mit Schönrocks Zahlen zu zeigen, und zweitens, 
weil wir unsere Resultate zur Bestimmung der quasielastischen 
Bindung, d. h. des Moments, welches die Feldstärke 1 in der 
isoliert gedachten Zuckermolekel hervorruft, rechnerisch ver- 
wertet haben. 

Die Messungen wurden mittels eines Spektrometers und 
Hohlprismas ausgeführt; beleuchtet wurde mit einer He-Röhre 
sowie mit Na-Licht, die Konzentrationen wurden aus dem im 
Pyknometer bestimmten spezifischen Gewicht abgeleitet?), die 
Brechungsindizes wurden aufs Vakuum reduziert, ihre Werte 
mittels der Temperaturkoeffizienten *) auf 20° umgerechnet, und 
schließlich mit der Hartmannschen Formel ausgeglichen. 

Die für Oproz. Lösungen (reines Wasser) gültigen Zahlen 
wurden Messungen Flatows*) entnommen und auf die von 
uns benutzten Wellenlängen interpoliert. Es ergab sich: 

Tabelle 1. 


Absolute Brechungsindizes von Rohrzuckerlösungen bei 20°. 


A 0°%, | 19,562"/, | 21,1408) | 27,636%/, | 88,283", 85,936°/, | 51,849°/, | 61,008", 


7065,5 | 1,83051 | 1,36060 | 1,36234 | 1,87896 | 1,38364 | 1,88910 | 1,42122 | 1,4414 
6678,4 | 1,33131 | 1,36144 | 1,36821 | 1,37485 | 1,88456 | 1,39002 | 1,42216 | 1,4424 
5893,0 | 1,33336  1,86360 | 1,86545 | 1,37717 | 1,88690 | 1,89285 | 1,42461 | 1,4450 
5875,9 | 1,33341 | 1,86366 | 1,86551 | 1,87722 | 1,38696 | 1,89241 | 1,42468 | 1,44501 
5015,7 | 1,33672 | 1,36718 | 1,86912 | 1,38091 | 1,39071 | 1,89617 | 1,42870 | 1,449% 
4922,1 | 1,83717 | 1,86768 | 1.86961 | 1,38142 | 1,39122 | 1,89669 | 1,42926 | 1,44982 
4713,38 | 133829 | 1,36888 | 1,37083 | 1,88266 | 1,39248 | 1,89796 | 1,43064 | 1,451% 
4471,6| 1,33978 | 1,37049 | 1,87246 | 1,88430 | 1,89414 | 1,39965 | 1,43249 1,45815 
3964,8 | 1,34882 | 1,87493 | 1,87686 | 1,88876 | 1,89861 | 1,40422 | 1,43761 1,45887 


fat 1) O. Schénrock, Ztschr. d. Vereins d. deutsch. Zuckerindustrie. 
71. §. 417. 1921. 
2) Tabellen von Landolt-Börnstein, 5. Aufl. Berlin 1923. S. 468. 
3) O. Schénrock, Ztschr. d. Vereins d. deutsch. Zuckerindustrie 
(techn, Teil). 61. S. 421. 1911. 
4) E. Flatow, Ann. d. Phys. 12. S. 85. 1908. 
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Für Wasser und die Lösungen ergeben sich hieraus fol- 
gende Werte der Refraktionskonstanten: 

Die Wellenlängen sind dabei gekürzt zur Kennzeichnung der 
Linien angegeben, während bei allen Rechnungen selbstver- 
ständlich die genauen Werte benutzt worden sind. 


Tabelle 2. 


Refraktionskonstante R, des Wassers. 


BR, 

1682,4 0,20398 

6562,9 0,20520 

5893.2 0,20627 

5338,5 0,20688 

4861,4 020858 
4678,3 0,20916 oy 
4415,9 0,21008 
3944,1 0,21224 


Diese durch (1) dargestellte Refraktionskonstante R’ muB — 
sich nach der Theorie als Funktion der Zusammensetzung der 
Lösung folgendermaßen darstellen lassen: 


® Re. FR F = 
4 Hier bedeutet ce = 5 den hundertsten Teil der Gewichts- 


konzentration p und R, den Wert X für c = 0, d.h. für reines 

Wasser. R ist dann die Refraktionskonstante des Rohrzuckers, 
also eine für die gelöste Substanz charakteristische Größe, die 
von der Konzentration unabhänig sein sollte, wohl aber noch 
von der Wellenlänge abhängen wird. Die Werte von A finden 
sich in Tab. 4. 

Die Zahlen einer Horizontalreihe der Tab. 4 sollten kon- 
stant sein. Die stärksten Abweichungen ergaben sich für die 
beiden fast gleichen Konzentrationen von 19,56 Proz. nd = 
21,14 Proz. Nimmt man aus diesen beiden Zahlenwerten die _ 
Mittel und vergleicht dann die Werte einer Horizontalreihe 
untereinander, so ergibt sich eine ausgezeichnete Konstanz, 
die sich durch geringe Abweichung vom Mittel R ausdrückt, = 
welches in der vorletzten Kolonne angeschrieben ist. N BE n 
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tionen Brechungsindizes vom Roten bis ins Violette gemessen, 
da wir in der Literatur keine Daten außer für die D-Linie 
fanden. Später teilte uns Hr. Schönrock auf unsere Anfrage 
liebenswürdigerweise mit, daß er bereits die Dispersion be- 
stimmt hat. Diese Beobachtungen waren allerdings in einer 
uns unzugänglichen Zeitschrift veröffentlicht.!) Immerhin wollen 
wir unsere Ergebnisse mitteilen, um den Grad der Überein- 
stimmung mit Schönrocks Zahlen zu zeigen, und zweitens, 
weil wir unsere Resultate zur Bestimmung der quasielastischen 
Bindung, d. h. des Moments, welches die Feldstärke 1 in der 
isoliert gedachten Zuckermolekel hervorruft, rechnerisch ver- 
wertet haben. 
Die Messungen wurden mittels eines Spektrometers und 
 Hohlprismas ausgeführt; beleuchtet wurde mit einer He-Röhre 
sowie mit Na-Licht, die Konzentrationen wurden aus dem im 
Pyknometer bestimmten spezifischen Gewicht abgeleitet?), die 
_ Brechungsindizes wurden aufs Vakuum reduziert, ihre Werte 
mittels der Temperaturkoeffizienten *) auf 20° umgerechnet, und 
schließlich mit der Hartmannschen Formel ausgeglichen. 
Die für Oproz. Lösungen (reines Wasser) gültigen Zahlen 
wurden Messungen Flatows*) entnommen und auf die von 
uns benutzten Wellenlängen interpoliert. Es ergab sich: 


Tabelle 1. 


Absolute Brechungsindizes von Rohrzuckerlösungen bei 20°. 


~ 


| 0% | 19,562"/, | 21,140, 


27,636°/, | 33,233°/, | 35,936/, | 51,849°/, 61,008", 
7005| 1,83051 | 1,36060 | 1,36234 | 1,37396 | 1,88364 | 1,38910 | 1,42122 | 1,44145 
6678,4 | 1,83131 | 1,36144 | 1,86321 | 1,37485 | 1,88456 | 1,39002 | 1,42216 | 1,4424 
5893,0 | 1,33336 | 1,36360 | 1,36545 | 1,37717 | 1,88690 | 1,89285 | 1,42461 | 1,44500 
5875,9| 1,33341 | 1,36366 | 1,86551 | 1,37722 | 1,38696 | 1,89241 | 1,42468 | 1,44501 
5015,7 | 1,33672 | 1,36718 | 1,86912 | 1,88091 | 1,89071 | 1,89617 | 1,42870 | 1,449 
4922,1 | 1,83717 | 1,36768 | 1.36961 | 1,38142 | 1,39122 | 1,39669 | 1,42926 | 1,4498 

1,88266 | 1,39248 | 1,89796 | 1,43064 | 1,4512 


4713,38 | 1.33829 | 1,36888 | 1,87083 
44711,6 | 1,33978 | 1,37049 | 1,37246 | 1,38430 | 1,39414 | 1,39965 | 1,43249 | 1,45315 
3964,8 | 1,34382 | 1,37493 | 1,37686 | 1,38876 | 1,39861 | 1,40422 | 1,43761 | 1,45887 
— 
1) O. Schénrock, Ztschr. d. Vereins d. deutsch. Zuckerindustrie. 


417. 1921. 

Bi 2) Tabellen von Landolt-Börnstein, 5. Aufl. Berlin 1923. S. 468. 

3) O. Sehönrock, Ztschr. d. Vereins d. deutsch. Zuckerindustrie 
(techn. Teil). 61. S. 421. 1911. PEN 

4) E. Flatow, Ann. d. Phys. 12. S. 85. 1903. ae gaat 
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Für Wasser und die Lösungen ergeben sich hieraus fol- 
gende Werte der Refraktionskonstanten: 


«i eats 
(1) Ry = 


Die Wellenlängen sind dabei gekürzt zur Kennzeichnung der 
Linien angegeben, während bei allen Rechnungen selbstver- 
ständlich die genauen Werte benutzt worden sind. 


Tabelle 2. 
Refraktionskonstante R, des Wassers. 


Ry 


0,20398 
0,20520 
0,20627 
0,20688 
0,2858 
0,20916 
0,21008 
0,21224 


Diese durch (1) dargestellte Refraktionskonstante R are 
sich nach der Theorie als Funktion der Zusammensetzung m 
Lösung folgendermaßen darstellen lassen: % 


Hier bedeutet c = Er den hundertsten Teil der Gewichts- 


konzentration p und R, den Wert X fürc= 0, d.h. für reines 
Wasser. R ist dann die Refraktionskonstante des Rohrzuckers, 
also eine für die gelöste Substanz charakteristische Größe, die 
von der Konzentration unabhänig sein sollte, wohl aber noch 
von der Wellenlänge abhängen wird. Die Werte von R finden 
sich in Tab. 4. 

Die Zahlen einer Horizontalreihe der Tab. 4 sollten kon- 
stant sein. Die stärksten Abweichungen ergaben sich für die 
beiden fast gleichen Konzentrationen von 19,56 Proz. und 
21,14 Proz. Nimmt man aus diesen beiden Zahlenwerten die 
Mittel und vergleicht dann die Werte einer Horizontalreihe 
untereinander, so ergibt sich eine ausgezeichnete Konstanz, 
die sich durch geringe Abweichung vom Mittel R ausdrückt, 
welches in der vorletzten Kolonne angeschrieben ist. 


3 
. 
EY 
6562,9 
4415,9 
0s", 
. 
- 
1145 
244 
= 
1924 
982 
315 
837 : 
= ag 
id 
- 


ssorso | »L.oLs‘o 20118°0 osııs!o | ss018'0 »ırıs'o sso18o rısı8'o 
10603°0 00608'°0 876080 89803830 P2602'0 | 
63803‘0 90803‘0 1380280 | #1803'0 €8202‘0 808080 | TFLOZ‘O 8 
98.020 | 06202‘0 | xeLoz‘o | 988080 | | 00L02‘0 
112080 | ¢2202'0 ZLLOZ‘O | 128080 | 882.020 86L03'0 #8908°0 £9803°0 
8FL03‘0 | 18.080 | 082020 | 1080280 | 81L03'0 112020 #99020 
869020 | | | 19908'0 11902°0 966020 | 989020 
L8203'0 169020 068020 | 0r908°0 | 809020 $6F02'0 F8902'0 
8093‘0 06903 0 ¢¢¢0z‘0 168020 ¢0902‘0 
26703°Q BLr080 | 96 F0B'0 +6003 '0 
09080 | 177080 | 1970280 | 800080 19703°0 17803‘0 


| | | | 


Fr 
es 02602 0 1602‘0 1L602‘0 37603°0 69602'0 18602'0 
89803°0 36803°0 89802°0 688020 89802'0 90602'0 
80802°‘0 12802‘0 048030 12802'0 198080 
18102'0 £0802 '0 888020 F0808'0 208080 
18103'0 60802'0 082038‘ 608020 08805°0 
966080 | 019020 +8903‘0 809080 00908‘0 079080 | 
969080 | 809080 189080 | 009080 189020 160080 269080 | 
908080 LE GOR ‘O 986080 | 808080 88908'0 867080 
165080 |  80808'0 684080 60803°0 130080 
19903‘0 | 89703‘0 «9r08'0 or ros ( | 


%/, 99°61 


°/, 10°19 | F6'SE | 0), | | 


UOA 7 


'g 


2 Ber 
Cell 
> 
= 
= 
er 
= 
id 
= 
| 
“wi 
= ihe 
: 
| ~ | | 


0,20901 
0,21108 


0,20901 
0,21099 


0,20877 
0,21074 


0,921107 


0,20900 


0,20948 
0,21180 


0,20858 
0,21082 


| 


o,2111& 


| 0,20924 


0,20820 
0,21022 


| 


| 0,20994 
| 


447 | 


Optische und elektrische Konstante des Rohrzuckers. 537 


Vergleicht man die Werte dieser vorletzten Kolonne, die 
sich auf Zucker beziehen, mit denen der Tab. 2, die für Wasser 
gültig sind, so zeigt sich eine überraschende Übereinstimmung, 
die aber rein zufälliger Natur ist. Sie bedeutet, daß in Formel (2) 
R, und R fast gleich sind, daß also durch diesen Zufall das 
auf Zuckerlösungen bezügliche R’ von der Konzentration so 
gut wie unabhängig ist, was ja Tab. 3 auch zum Ausdruck 
bringt. Praktisch bedeutet das, daß ein geringer Irrtum in den 
Konzentrationen keinen Einfluß auf die Resultate haben kann. 

Die so gefundene Größe # hängt von der Wellenlänge 
nach der Formel 


ab, wo die A; Konstante, die A, die Eigenwellenlängen der 
schwingungsfähigen Molekel sind. Liegen diese Eigenschwin- 
gungen weit genug von der beobachteten Region des Spektrums 
entfernt, so kann man die Formel (3) durch die eingliedrige Formel 
A 
ersetzen, indem man die Eigenschwingungen aller Freiheits- 
grade als einander gleich ansieht. 

Wie die letzte Kolonne der Tab. 4 zeigt, läßt sich die Abhängig- 
keit von der Wellenlänge sehr gut durch (4) mit den Konstanten 
(5) A = 0,20176; A, = 832,84 A-E 
darstellen. 

Wir wollen noch die aus unseren Ryer- Werten ermittelten 
relativen Brechungsindizes (bezogen auf Luft von 20° und 760 mm 
Druck) den von Schénrock’) gemessenen Werten gegenüber- 


stellen. 
Tabelle 5. 


» n. "Fr 
ber. | Schönr. ber. | Schönr. ber, Schönr. 


| | 

26,712 °/, | 1,87800 | 1,87827 | 1,87504 | 1,87527 | 1,87956 | 1,87980 
49,509 | 1,41697 | 1,41681 | 1,41914 | 1,41896 | 1,42418 | 1,42390 
64,577 1,45100 | 1,44997 | 1,45829 | 1,45224 | 1,45863 1,45749 


1) O. Schönrock, Ztschr. d. Ver. d. deutsch. Zuckerindustrie 71. 
8. 428. 1921. Mr 
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B.L. Palumbo, 


Bedenkt man, daß die unseren Rechnungen zugrunde ge- 
“a legten Messungen mit viel geringeren Hilfsmitteln ausgeführt 
Bs Be: werden mußten als die, welche Hrn. Schénrock zur Ver- 
 fügung standen, und daß die Voraussetzungen, welche der 
s,s Lorentz-Lorenzschen Formel zugrunde liegen (Teilchengröße 

Cie Er klein gegen ihren gegenseitigen Abstand) bei einer 65proz. 
ad Lösung schon sicher nicht mehr gelten, so muß man sich eher 

über die gute Übereinstimmung als über die kleinen Ab- 
| weichungen wundern. 

Nennen wir das elektrische Moment p, welches durch die 
erregende Kraft & in der isoliert gedachten Molekel hervor- 
gerufen wird, so gilt 


(6) p=gR. 
Genauer müßten wir sagen, es gilt 


wo z, y, z drei in der Molekel feste, Ph senkrechte 
Hauptrichtungen sind. Sind aber die Molekeln nach den Ge- 
setzen des Zufalls gegenüber der Richtung der erregenden 
Kraft orientiert, so wird im Mittel ein Moment Rronengernny 
das durch (6) gegeben ist, wenn 


(7) 9= 9: 

Hier bedeutet 

8MR 

(8) = mm’ 
wo M = 342,2 das Molekulargewicht, N, = 6,06.102 die Avo- 
gadrosche Zahl ist. 

Ist 8 eine Schwingung der Wellenlänge A in Ä.-E., so 
wird p das auch sein, und g bekommt nach (4), (5) und (8) den 
von der Wellenlänge abhängigen Wert 


- 
i- 1 ) 24-73 


im sichtbaren Teil des Spektrums. 
Nach der Bornschen Theorie!) und in seiner Bezeichnungs- 
weise ist 


DM. Born, Ann. d. Phys. 55. 8. 177. 1918. ie a 
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A? 
(9) 9 = 127? 
hed 1— | 
38 
(9) S = 4,18. 101°, 


Näherung der Größe S'L,? ergeben kann. 


4 2. Dielektrizitätskonstante. 


der Temperatur ist im Leipziger physikalischen Institut 


Frl. Kockel!) gemessen 


worden. 


Analog der Formel (2) sollte die Beziehung gelten 


(10) D=D(li—c+De, 


sich auf die Lösung bzw. auf Wasser, dagegen D sich auf die 
Zuckermolekeln selbst bezieht. 


rechnen wir folgende Resultate. 


Aus den Beobachtungen be- 


* = 
AY, 
Wir sind uns natürlich dessen bewußt, daß die Ersetzung 


der 3s Eigenwellenlängen durch eine einzige nur eine one 


Die DEK. von Zuckerlösungen in ihrer Abhängigkeit 


Tabelle6. 
p = 0 (Wasser) p=10%, p= 15° 
— 
0,0) 0,9665 |39,0! 0,9661 0,0 | 0,9276 | 0,577 0,8 | 0,9082 
5.0) 0,9661 |45,4| 0,9688 10,7 |0,9268| 0,581 10,0 0,9082 
9,8| 0,9652 50,1 | 0,9696 19,5 | 0,9270 | 0,585 19,7 | 0,9080 
15,0| 0,9652 |55,4| 0,9707 29,0 |0,9279 | 0,592 29,85 | 0,9086 
20,8 | 0,9649 | 59,4 | 0,9720 89,5 0,9290 | 0,595 40,5 | 0,9103 
25,0| 0,9652 |70,0| 0,9754 49,6 |0,9811| 0,584 49,8 | 0,9118 
30,2 | 0,9652 |79,0! 0,9788 60,0 0,9340 | 0,590 56,5 |0,9140| 0,592 


34,7| 0,9661 | 89,5! 0,9888 
| 98,7) 0,9908 


1) L. Kockel, Ann. d. 


Phys. (4) 77. 8. 417. 1925. 
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Hieraus folgt zweierlei. Die Größe D variiert systematisch 
etwas mit der Temperatur; sie variiert aber auch, wenn auch 
bedeutend weniger, mit der Konzentration. 

Den Grund dieser Erscheinungen wollen wir einstweilen 
zurückstellen und vor allem D mit A vergleichen. Da ergibt 
sich, daß das auf unendlich lange Wellen extrapolierte % [vgl. 
Gl. (4) und (5)] den Wert 0,202 hat, während D ~ 0,59 ist. 
Vielleicht erklärt sich diese Differenz durch Eigenschwingungen 
im Ultraroten oder durch Assoziationen. 


Nach der Bornschen Theorie (a. a. O.) sollte die Drehun 
der Polarisationsebene durch eine Schichtdicke von 1 cm den 


Wert haben 
(Lj, Mj) ("+ JE 

Hier bedeutet A die Wellenlänge im Vakuum, N die Anzahl 

_ drehender Molekeln in der Volumeinheit, » den Brechungs- 

ur index der Flüssigkeit und SR M) eine für die Molekel 


2 
J 


charakteristische Funktion der Wellenlänge = ane im Vakuum. 


2ne 
A; 
auch in der Formel fiir den Brechungsindex auftreten. 

Bei der Ableitung dieser Beziehung sind Born zwei Irr- 
tümer unterlaufen (vgl. Anhang). Einmal fehlt ein Faktor 2, 
der durch unvollständige Berücksichtigung der Elektronen- 


Die Eigenfrequenzen oo, = sind dabei dieselben, welche 


E. L. Palumbo. 
Tabelle 6 (Fortsetzung) 
p = 20°), p= 30°, p = 40°, 
0,0 | 0,8888 | 0,578 0,0 |0,8504 | 0,579 0,4 | 0,8130 | 0,588 
5,3 | 0,8888 | 0,579 10,15 | 0,8505 | 0,583 9,6 | 0,8134 | 0,586 
15,4 | 0,8888 | 0,583 20,7 |0,8509 | 0,585 19,1 | 0,8145 | 0,589 
25,0 | 0,8896 | 0,587 29,7 | 0,8525 | 0,590 33,1 | 0,8155 | 0,590 
34 | 0,8909 | 0,590 40,2 | 0,8539 | 0,592 41,9 | 0,8168 | 0,591 
88 | 0,8911 | 0,591 49,65 | 0,8557 | 0,589 52,2 | 0,8189 | 0,592 
44 | 0,8917 | 0,587 60,5 | 0,8582 | 0,590 57,5 | 0,8200 | 0,598 
60 | 0,8952 | 0,588 
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bewegungen bei der Aufstellung der Feldgleichungen fort- 
v+2 
viel, 


gefallen ist; andererseits figuriert ein Faktor 


was sich durch fälschliche Mittelwertbildung bei der Berechnung 
der Feldstärken erklärt.!) Verbessert man diese beiden Fehler, 
indem man sonst den Mechanismus, den Born seiner Theorie 
zugrunde gelegt hat, vollkommen beibehält, so erhält man für 


die Drehung die Formel 
j 


Gleichung (12) spielt fiir die Drehungskonstante dieselbe 
Rolle, wie die Lorentz-Lorenzsche Gleichung fir den 
Brechungsindex. Sie zeigt, daß der Drehwinkel roh gesprochen 
12 umgekehrt proportional ist (Briotsches Gesetz), ferner der 
Volumkonzentration der drehenden Substanz bei Lösungen 
bzw. der Dichte bei einheitlichen Flüssigkeiten sowie schließlich 


2 
der Größe . 


Wenden wir dies Resultat nun auf Zuckerlösungen an 
und setzen voraus, daß wir die Abhängigkeit von der Wellen- 
länge durch eine einzige mittlere Eigenschwingung darstellen 
können, so erhalten wir für die spezifische Drehung [«], wenn 
wir, wie das üblich ist, diese in Graden pro Dezimeter messen, 


2n N, 


(13) 
| 02898 + 


wo k nun eine von der Wellenlänge und Konzentration un- 
abhängige Konstante bedeutet. 

Zuerst prüfen wir die Abhängigkeit von der Wellenlänge. 
Dazu vergleichen wir [a@}:[«]? nach Beobachtung von Pellat?) 
an einer 15,4proz. Lösung bei 15° mit den berechneten Werten 
der Formel (13), indem wir A, den Wert 


(14) 4, = 13490 
geben. Wir erhalten 


1) Vgl. R. Gans, Ztschr. f. Phys. 27. S. 164. 1924. 
2) Pellat, Ztschr. d. Ver. d. deutsch. Zuckerind. (techn. Teil) 51. 
§. 835. 1901 (zitiert nach Landolt-Börnstein 5. Aufl. Bd.2 S. 1004). 
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beob. ber. 


4700 1,6286 1,6290 
5000 1,4231 1,4281 
5500 1,1587 1,1584 
6000 0,96252 0,96258 | 

6400 | 0,83975 0,83980 


Die Ubereinstimmung ist durchaus befriedigend. Es darf uns 
auch nicht wundern, daß sich für die Eigenwellenlänge A, hier 
ein anderer Wert ergibt als bei der Refraktion [vgl. Gl. (5)], 
da wir in den beiden entsprechenden Formeln in zwei ver- 
schiedenen Summengliedern die verschiedenen A, durch je einen 
einzigen mittleren Wert ersetzt haben. 

Viel weniger stimmt jedoch die durch (13) ausgedrückte 
Abhängigkeit der spezifischen Drehung von der Konzentration 
(der Brechungsindex » hängt vom Prozentgehalt p ab) mit der 
Erfahrung überein. 

Nach Nasini und Villavecchia!) gelten die Werte 
folgender Tabelle für das Verhältnis der spezifischen Drehung 
einer pproz. Lösung zu der einer 5 proz. Lösung, während 
die berechneten Werte nach (13) direkt aus der Abhängigkeit 
des Brechungsindex von der Konzentration folgen. 


Tabelle 8. 
p beob. ber. 
1,0000 1,006 
0,9898 1,076 


Diese systematische Abweichung zwischen wil 
Theorie in der Abhängigkeit von der Konzentration ist um 80 


1) Nasini u. Villavecchia, Osterr.- Ungar. Ztschr. Zuckerind. 
Landw. 21. S. 85. 1892 (zitiert nach Landolt-Börnstein 5. Aufl. 
Bd.2.8.1004). | | 
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auffallender, als die Brechung sich mit großer Genauigkeit 


durch Formel (2) darstellen läßt und Gleichung (18) beansprucht, 


in derselben Weise die Drehung berechnen zu lassen, wie man _ 


die Brechung aus (2) ermitteln kann. 

Besondere Untersuchungen experimenteller wie theoretischer 
Natur sollen versuchen, diesen Widerspruch aufzuklären. 

Da es sich bei der Berechnung von k aus (13) wegen 
dieses durch Tabelle 8 verdeatlichten Ganges nur um einen 
genäherten Wert handeln kann, so setzen wir 


= 66,5; A, = 1849; 41-589; 


und erhalten 


k = 1280 . 
4. Depolarisation des zerstreuten Lichts. 


Die von Gans!) angestellten Messungen über den De- 
polarisationsgrad des von Zuckermolekeln zersteuten Lichts 
sollten deshalb wiederholt werden, weil es nach seinen Be- 
obachtungen so schien, als ob ein Einfluß der optischen Aktivität 
auf die Lichtzerstreuung sich bemerkbar mache. Jedoch waren 


die Messungen bei der geringen Lichtstärke des zerstreuten 


Lichts damals nicht genau genug, um diesen Einfluß wirklich 
garantieren zu können. Überdies hatte Hr. Gans nur mit 
natürlichem Licht sowie mit linear polarisiertem Primärlicht 
vertikaler und horizontaler Schwingungsrichtung beobachtet. 

Bei unseren Versuchen hatten wir dagegen den Nicol im 
Strahlengang des Primärlichts mit einer Kreisteilung versehen, 
und es wurde bei verschiedenen Stellungen dieses Nicols 
beobachtet. Im übrigen war die Versuchsanordnung genau so 
wie die von Hrn. Gans benutzte. 

Um verständlich zu machen, was es bedeutet, daß das 
zerstreute Licht von der Zirkularpolarisation beeinflußt wird, 


betrachten wir die mittleren Quadrate der Momentankom- 


ponenten in ihrer Abhängigkeit von den mittleren Quadraten 


der elektrischen Feldstärke €? und €% Diese sind den 
Intensitäten des horizontal beziehungsweise vertikal schwingenden 


Anteils des Primärstrahls proportional. Für diesen Zusammen- 


hang gilt die Beziehung 


1) R. Gans, Ztschr. f. Phys. 17. S. 858. 1923. 
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= J, €?+J, , : 


p= 


wo J,, J, und J, Konstante sind und die s-Achse die Richtung 
des einfallenden Strahls hat. Diese Formeln lassen sich durch 
Symmetrieüberlegungen ableiten, wenn man, wie das bei optisch 
aktiven Stoffen sein muß, die Fortpflanzungsrichtung als be- 
vorzugte Richtung betrachtet. Man kann die Gleichungen (16) 
aber auch durch Mittelwertbildungen direkt aus dem Mechanis- 
mus, der der Bornschen Theorie zugrunde liegt, folgern.') 

Ist die Substanz dagegen optisch inaktiv, so daß die Fort- 
pflanzungsrichtung nicht mehr bevorzugt ist, so muß in (16) 
J, =, sein. Und es handelt sich nun darum, zu entscheiden, 
ob man den Beobachtungen noch gerecht werden kann, wenn 
man J, = J, annimmt, oder ob diese beiden Konstanten ver- 
schiedene Werte haben und durch diese Verschiedenheit den 
Einfluß der „Schraubenstruktur“ der Molekel auf die Licht- 
zerstreuung dokumentieren. 

Die Lösungen wurden durch kollodiumgetränkte Seide- 
filter in staubfreier Luft nach der von Gans benutzten Methode 
ultrafiltriert, und zwar wurden bei den meisten Versuchen 
dieselben zwei Filter benutzt. Die Versuche mit diesen 
erstreckten sich über mehrere Monate. 

In den folgenden Tabellen bedeutet « den Winkel zwischen 
der Schwingungsrichtung des im Primärstrahlengang befindlichen 
Nicols und der Vertikalen, ö den Winkel, welchen die Schwingungs- 
richtung des Nicols im Sekundärstrahlengang bei Halbschatten- 
stellung mit der Horizontalen bildet.?2) 3 ist als Funktion von « 
tabelliert. Ferner steht über jeder Kolonne das Datum der Beob- 
achtung, unter derselben die Gewichtsprozente p der Lösung. 

Zu große Werte der Depolarisation treten auf, wenn die 
Filter Mängel haben, und besonders, wenn man sie versehent- 
lich hat eintrocknen lassen. So erklären sich auch wohl die 
größeren von Gans (a. a. O.) beobachteten Werte. Ein Ein- 

1) Vgl. R. Gans, Ztschr. f. Phys. 27. S. 164. 1924. 

2) Genauer gesprochen ist ö der Mittelwert für die beiden Stellungen 


+a des Polarisators, so daß die Änderung der Schwingungsrichtung 
an der Beobachiungsstelle (1,5 cm von der Eintrittsstelle entfernt) infolge 


der Drehung der Polarisationsebene praktisch herausfillt. 
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Tabelle 9. 


Beobachtungen mit Filter Nr. 1. 


|21/v.| 22/V. | 26/V. [an VI. 14/VI. ')|29/VL*) 


4/VIL. las vun. 3/IIL. 


7,5°| 800 | 7,50 75° 30° | zw | 80° | 66°! go | 95 
6/745 | 80] 75 | 75 | 8,0 8,0 8,0 = 
3/90! 95 | 865 | 87! 87] 90 
4 | 12:5 | 115 | 110 


14,5 | 16,5 | 17,0 ~ one _ 
23,5 | 27,2 | 270 _ - _ 
44,0 | 52,0 | 50,0 | 44,5 | 52,0 | 51,5 


nl 28,4 | 28,4 | 25,5 | 25,5 | 40,0 | 25,4 | 25,4 | 25,2 | 28,5 | 34,4 


Tabelle 10. 
Bechachtengen mit Filter Nr. 2. 


125 | 122 | 100 | 12,5 | 13,0 
| 


| 26/V. [4 4/VI. 14 VI. 24 94/VI. v1. 4/VIL. |28/ VIL. 
8,5° 3, | 9,0° | 10,00 | 10,9 10,2° 15,7° | 14,0° 
8,5 | 90} 90 | 10,5 > 
9,2 !108 | 110 | 122 | — sm 


| 

| 

45 | 11.5 | 12,8 | 12,7 | 17,0 | 15,0 15,5 15,2 | 20,7 | 20,0 Er. 
60 || 17,0 | 17,5 | 18,0 | 25,5 -- _ - a =2 es 


75 || 24,0 | 28,0 | 28,0 43,0 _ _ _ _ 00.00... 
90 | 50,2 | 52,0 | 43,0 | 51,0 | 480 | 51,0 | 462 | 45,0 | 46,5 
40,0 | 40,0 | 25,4 | 254 | 25,4 | 25,4 | 
ea In dieser Zeit filtriert die Das Filter war 
iene Lösung auffallend rasch vorher durch 
Versehen ein- 
| | getrocknet. 


p'lo | 25,5 | 25,2 


fluß der Konzentration zwischen 25 und 40 Proz. ist nicht 
festzustellen. Deshalb sind in der folgenden Tabelle die Mittel- F. u 
werte über alle Beobachtungen genommen mit Ausnahme der e 


offenbar fehlerhaften des Filters Nr. 2 vom 24/VI. bis 3/VIIL 
Tabelle 11. 


4 11 95 11,47 
15 26,19 26,22 
90 49,18 45,00 


1) Mit Bogenlampe beleuchtet. 
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Setzt man in den Gleichungen (16) J, = J,, nimmt also 
an, daß die „Schraubenstruktur“ der Molekeln keinen be- 
obachtbaren Einfluß auf das Tyndall-Licht hat, und berück- 
sichtigt, daß E:: &? = sin?«:cos?«, so folgt für den Depolari- 
sationsgrad 


ID a 


p, J, sin? a + dy cos? a 


"u dieser Gleichung ist Jdber, ermittelt worden, indem 
man J,/J, den passenden Wert 


(18) 4: = 0,0210 


2 
gegeben hat. Der Vergleich der beiden Kolonnen der Tab. 11 
zeigt, daß diese Annahme J, = /, berechtigt ist, besonders 
wenn man beachtet, daß für « = 90° die Intensität so gering 
ist, daß dadurch die Meßgenauigkeit für diese Nicolstellung 
nur recht gering ist. 
Deshalb nimmt J, ald, die einfachere Form an’) 
— 8G 
(19) 
Machen wir die vereinfachende Annahme, daß g, = 4,, 
so ergibt sich aus (18) und (19) 
(9, — 92) 
(20) + — 9) 0715, 
und da nach Gleichung (9) und (7) für die D-Linie die 
Gleichung 


% 


folgt, so berechnet sich entweder | 
(22) 9, = 3,83. 10729; gg = 2,25-107% 
oder g, = 1,72-10~*; g, = 3,30 . 1072, 

Daß trotz dieser Zweideutigkeit der Lösung der absolute 
Wert der Differenz eindeutig bestimmt ist, hat Hr. Gans 
früher?) gezeigt. Es ergibt sich 
(23) — 9, | = 1,58-107%8. 

Damit wäre die Anisotropie der Bindungen quantitativ 
bestimmt. 


1) Vgl. R. Gans, Ztschr. f. Phys. 27. 8. 164. Gl. (35) u. (29) 1924. 
a 2) R. Gans, Ann. Phys. (4) 65. 8. 108.1921. 
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Optise 


Hr. Born!) hat die Drehung der Polarisationsebene in 


optisch aktiven Substanzen dadurch erklärt, daß asymmetrisch 
in der Molekel verteilte positive und negative Ladungen unter 
einander gekoppelt sind, und daß die Molekel nicht mehr als 
unendlich klein gegen die Wellenlänge aufgefaßt werden darf, 
so daß die einzelnen schwingenden Teilchen mit verschiedener 
Phase von der Lichtwelle erregt werden. 


Dabei ist ihm ein Irrtum unterlaufen, der eine falsche gr 
Abhängigkeit der Drehung vom Brechungsindex der Substanz __ 
ergibt. Diesen Irrtum habe ich vor kurzem verbessert. ?) 
Dabei habe ich aber nicht bemerkt, daB noch ein weiterer ee it 
Fehler in der Ableitung des Hrn. Born steckt, der den ab- > eg 
soluten Wert der Drehung beeinflußt. Dieser Fehler beruht Eu j 
in folgendem. 


Die schwingenden, elektrisch geladenen Teilchen stellen 


nicht nur deshalb einen elektrischen Strom dar, weil sie zeit- 


lich veränderliche elektrische Momente bilden, sondern sie ~ 
repräsentieren auch gleichzeitig magnetisierte Teilchen, zwar — 
nicht einzeln genommen unter den beschränkenden Annahmen, _ 
unter denen Lorentz‘) solche Teilchen definiert, wohl aber, 


wenn man über alle in einem kleinen Volumen befindliche 
Teilchen den Mittelwert nimmt. Dadurch existiert eine end- 
liche Magnetisierung, die 8 von § verschieden ergibt, so daß 
beide Maxwellsche Gleichungen modifiziert werden und der 


Betrag der Drehung doppelt so groB folgt, als das bei Born 


der Fall ist. 


Anhang. 
Theorie der Rotationspolarisation. 


ony 


Ber 


Das ergibt sich folgendermaßen. Enthält eine physikalisch 
unendlich klein gedachte Volumeneinheit N untereinander gleiche, 
aber nach den Gesetzen des Zufalls (auch bezüglich ihrer 
Orientierung) verteilte Molekeln, und kommt n Punkten der 
Molekel eine bestimmte vektorielle Größe g zu, so berechnet 
sich die auf alle Punkte sämtlicher im betrachteten Volumen 
befindlicher Molekeln erstreckte Summe Q folgendermaßen. 


1) M. Born, Ann. Phys. (4) 65. S. 177. 1918. 
2) R. Gans, Ztschr. f. Phys. 27. S. 164. 1924. ee eh — 
8) H. A. Lorentz, Math. Encyel. 5, 2. S. 181. 1903. 
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a Wir führen ein im Raume festes Bezugssystem z, y, z 
: ein. Nennen wir die Koordinaten eines Punktes x der Molekel 
bezüglich ihres „Mittelpunktes“ z,, y,, z, in einem System, 


E. L. Palumbo. 


das obigem Koordinatensystem parallele Achsen hat, so ist 


24 x=l 2 


x=1 


Der erste Term stellt dabei den Beitrag der gänzlich im 
Innern des Volumens befindlichen Molekeln dar, die übrigen 
drei von Born nicht berücksichtigten Terme dagegen den 
Beitrag der Molekeln, welche von der Oberfläche des Volumens 
geschnitten werden. 

Setzt man 


und transformiert auf in der Molekel fest orientierte Koordinaten- 
achsen &, n, ¢, mittelt dann über allen möglichen Richtungen 
dieser Achsen, so erhält man für den Beitrag der Strömung, 
wenn man für £,, 7,, &, die zeitlichen Ableitungen der von 
Born (a. a. O.) berechneten Verschiebungskomponenten u,, v,, 
w, einsetzt, 


+ crot Pi. 
Der erste Term rührt von dem ersten Gliede in (24), der 


zweite von den anderen drei her, und zwar ist mit den von 
Born eingeführten und von mir übernommenen Bezeichnungen 


J 


NV WN’ & 6 
(27) Me, Spee. 


— 0° 


j 
Somit lauten die gemittelten Gleichungen der Lorentz- 
schen Elektronentheorie 


erot = E+ 4n®, 
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Es handelt sich nun noch darum, ® und M durch die 
Feldstärken auszudrücken. Dazu dienen die Te 5 


(29) R= E+ “rot R = rot &, 


so daß sich ae 
0 erot$ = e& + brot, 

|-erte-5+2€ 
ergibt. Hier ist in der zweiten Gleichung (30) ein 5? pro- 
portionales Glied als äußerst klein vernachlässigt. 
Es bedeuten dabei 
e-1 % ,,_ N T&M) 
s+2 9 m Of 8 — 3 

J J 

Aus (30) und (31) erhält man dann nach bekannten 
Methoden für die Drehung der Polarisationsebene durch eine 
Schichtdicke von 1 cm den Ausdruck der Formel (12). 

Königsberg, II. Physikal. Institut, den 17, Februar 1926. 
1) ve z.B. R. Gans, a. a. O., S. 168. - 


(Eingegangen 22. Februar 1926.) 


(31) 
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4. Die Dispersion der Réntgenstrahlen bei Gips; 
von Elis Hjalmar. 


1. Ergänzung einer früheren Messung der Gitterkonstanten 
bei Gips und Kalkspat. 


In einer vorläufigen Mitteilung haben Professor M. Sieg- 
bahn und ich über eine erstmalige Beobachtung der anomalen 
Dispersion der Röntgenstrahlen berichtet. Die dort benutzte 
Methode war eine indirekte und bezweckte vorerst nur eine 
verbesserte Bestimmung des relativen Verhältnisses der Gitter- 
konstanten von Kalkspat und Gips (d, und d,). Wegen der 
ausgedehnten Verwendung gerade dieser zwei Kristalle zu 
röntgenspektroskopischen Zwecken erschien uns eine genaue 
Messung dieses Verhältnisses (d,/d,) unter Benutzung ver- 
schiedener Wellenlängen erwünscht. 

Die zu diesem Zwecke ausgeführten Messungen zeigen 
aber, daß bei der erreichten Genauigkeit Abweichungen von 
einem konstanten Wert von d,/d, nachweisbar waren. Diese 
verhältnismäßig kleinen Abweichungen deuteten wir als einen 
Effekt der anomalen Dispersion der Röntgenstrahlen in Kalk- 
spat bzw. Gips. Eine gute Stütze für diese Annahme fanden 
wir in der Tatsache, daß die Darstellung der Werte von d,/d, 
als Funktion der Wellenlänge gerade in den Gebieten der 
K-Eigenfrequenzen von Caleium bzw. Schwefel Diskontinui- 
täten zeigte. 

Die kleine Anzahl der beobachteten Punkte gestattete 
keine sichere Schlußfolgerung über die Form der Dispersions- 
kurve, in Anlehnung an die Theorie von Darwin und Ewald 
zeigten wir aber, daß sich die beobachteten Punkte gut in eine 
optische Dispersionskurve einfügten. (Vgl. die gestrichelten 
Kurventeile der Fig.1.) Hierbei ist aber ausdrücklich hervor- 
zuheben, daß es sich nicht um eine einfache Dispersions- 


1) Nature, 115. Januar 1925; vgl. auch Siegbahn, Le Journ. 
de Phys. et le Rad. 6. 8.6. 7. Juli 195. 
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kurve handelt, sondern um eine weit kompliziertere Funktion, 
an welcher zwei anomale Dispersionsvorgänge beteiligt sind. 

Nachdem die Mitteilung in der ‚Nature‘ schon fertig- 
gestellt war, hat auf unsere Aufforderung Hr. Fil. Kand. 
Sven Fagerberg als Fortsetzung der genannten Untersuchung 


noch einen Punkt des Kurventeiles zwischen der Ca- und der _ 
§-Grenze experimentell bestimmt, und zwar unter Benutzung © 


der Ag-ß,-Strahlung. Dieser Punkt läßt sich auch bei Berück- 
sichtigung der möglichen Versuchsfelder schwierig in eine 
optische Dispersionskurve von der üblichen Form einfügen. 
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Fig. 1. 


Viel besser lassen sich die Punkte in einer Kurve von der Form, 


wie sie Fig. 1 zeigt (ausgezogene Kurventeile), darstellen. | 


Diese Kurvenform wird auch, wie Dr. Kramers!) nachgewiesen 
hat, von der Dispersionstheorie nahegelegt, wenn man die Tat- 
sache berücksichtigt, daß die Absorption im Réntgengebiete 


meistens nicht linienförmig ist, sondern sich von einer charak- __ 5 
teristischen Maximalwellenlänge einseitig ausbreitet. in 
sichere Aussage über den genaueren Verlauf der Kurve nach Bat er = 
den spärlichen experimentell bekannten Punkten läßt sich 4 ats Be 


vorläufig nicht machen. Die experimentellen Ergebnisse or 
zeigen jedoch unzweideutig, daß gerade bei den Eigenwellen- 
längen des K-Spektrums von Ca und § zwei Diskontinuititen 
vorhanden sind, und daß somit eine anomale Dispersion vorliegt. 


1) Wir verdanken dies einer brieflichen Mitteilung von Dr. Kramers is / Ran 
an Prof. Siegbahn. 
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2. Bestimmung der Dispersion bei Gips nach der Methode 
von Stenström. 


In einer früheren Arbeit habe ich die Gültigkeit der Bragg- 
schen Beziehung bei Gips näher untersucht.!) Obwohl die 
Meßgenauigkeit damals nicht so hoch war, konnte ich jedoch 
nachweisen, daß sich die Abweichungen von der Braggschen 
Beziehung sehr gut mit der Ewaldschen Theorie?) vertragen, 
Bei späteren umfassenden Untersuchungen?) stellte es sich 
heraus, daß die Meßgenauigkeit noch weiter verfeinert werden 
konnte. 

Bei der Methode von Stenström®) zur Messung des 
Brechungsindex wird bekanntlich eine monochromatische Rönt- 
genstrahlung in zwei verschiedenen Ordnungen an einem 
Kristalle reflektiert. Aus den Abweichungen der gemessenen 
Reflexionswinkel von der einfachen Braggschen Beziehung 
läßt sich dann der Brechungsindex berechnen. Zur Kontrolle 
werden hier Reflexionswinkel in möglichst vielen Ordnungen 
gemessen und bei der Berechnung benützt. 


a) Messungsergebnisse. 


Das experimentelle Verfahren ist genau dasselbe, welches 
immer bei dem Präzisionsvakuumspektrographen verwendet 
wurde.5) Das Kristallexemplar wurde nach sorgfältiger Unter- 
suchung ausgewählt. Um von Unregelmäßigkeiten in dem 
Gitter so weit als möglich unabhängig zu sein, überklebte ich 
die Ränder der Kristallfläche mit Bleifolium, so daß die Fläche 
nur in der Mitte etwa 4mm frei war. Die Spaltweite betrug 
0,08—0,04 mm. 

Die Ergebnisse sind in den folgenden Tabellen zusammen- 
gestellt. Die Werte der zwei letzten Spalten sind Mittelwerte 
von mindestens vier Aufnahmen. 

Die Werte von ,, sind selbstverständlich die wie gewöhn- 
lich für die Temperatur bis 18°C korrigierten Beträge des 
Winkels. 


1) Ztschr. f. Phys. 15. 2—3. S. 65. 1923. 

j Bi 2) Ann. d. Phys. 54. S. 519. 1917; Ztschr. f. Phys. 2. S. 332. 1920. 
8) Axel Larsson, Ark. Mat. Astr. Fys. 19 A. S. 14. 1925. 

4) Dissert., Lund 1919. 

5) Siegbahn, Spektroskopie der Röntgenstrahlen, S.63ff. 
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Tabelle 1. az 
| | 
Line | AX.E. | n | log sin Qu | log ae 
| | 
Cu-Ka, 1537 1 9,0061775 | 9,0061775 
2 9,3069158 9,0058858 
4 9,6078876 9,0058276 
ar 6 9,7839591 9,0058078 
7 9,8508917 9,0057937 
Fe-K a, 1932 1 9,1054375 9,1054375 
2 9,4061640 9,1051340 
4 9,7071132 9,1050532 
6 9,8831805 9,1050292 
Va-Ko, 2498 1 9,2170062 9,2170062 
2 9,5177597 9,2167297 
Sc-Ka, 3025 1 9,3000174 9,3000174 
2 9,6008212 9,2997912 
4 9,9017975 9,2997375 
Sn- Lp, 3378 1 9,3480095 9,3480095 
2 9,6487905 9,3477605 
Ag- LA, 3926 1 9,4133920 9,4133920 
2 9,7141284 9,4130984 
Cl-Ka, 4718 1 9,4930607 9,4930607 
2 9,7938388 9,4928088 
Mo-Lß, 5166 ı *| 9,5325157 9,5325157 
2 9,8833139 9,5322839 


Um die Genanigkeit der Werte darzulegen, 


sind in der 


folgenden Tabelle 2 die Cu-Aufnahmen in erster Ordnung je ic 


ausfiihrlich mitgeteilt. 


Tabelle 2. 

| 
Temp. | Pr Pis | Mittelwert 

325 I wo | | sea 
326 I 19,6° 17,7” 1817| eet 
[Be 

375 I 20,1° 1 8” 
472 I 2 | 17,2”) 1789 
473 I 20,69 | 180%] 18,6” | 5°49’ 18,3” 
329 II 19,400 | 16,8” | 17,1” 
330 II 19,50 | 17,2” 17,5 
331 I 190 | 18,2” 
334 il | mr 17,3” | 5° 49 17,6” 


Als gemeinsames Mittel bekommen wir somit 
Pig = 5° 49'18,0". 


Annalen der Physik, IV. Folge. 79. 36 
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E. ‘Hjalmar. 


b) Berechnung der Brechungsindizes nebst Bestimmung 
der Dispersionskurve. 


Wir wollen jetzt 6 aus den Werten der Tab.1 nach der 
folgenden Formel berechnen. 


wobei gy, und », die Winkelwerte in erster bzw. n-ter Ordnung 


sin 9, ~ On 


bedeuten. Wenn wir 
sing, _ 


; setzen, kénnen wir die obige Formel (1) in folgender Weise 
schreiben 


A — 4) of ‘ 
sin 


Wenn wir jetzt A gegen sin g, und den dritten Ausdruck 
im Nenner gegen die ersten vernachlässigen, wird somit 


(8) 


Eine nähere Untersuchung der Formel (2) zeigt, daß die 
vorgenommene Approximation für 6 einen relativen Fehler von 


4 
1) 
nach sich zieht, was für 6-10-* einen absoluten Fehler weit 
hinter der zweiten Dezimalstelle entspricht, also eine Genauig- 
keit, die die experimentellen Ergebnisse mehr als geniigend 
befriedigt. Da A die Differenz zwischen zwei Ausdriicken ist, 
stecken die größten experimentellen Abweichungen von 6 in 
ihr. Ich habe die größten absoluten Fehler berechnet und sie 
als vertikale Striche in Fig. 2 eingetragen. 

In der folgenden Tab. 3 sind auch die Werte von 6//? 
berechnet, wobei 2 in A.-E. ausgedrückt ist. Es ist schon auf 
den ersten Blick einleuchtend, daß hier eine Anomalie vorliegt, 
die mit den Eigenfrequenzen von Ca und § des Gitters zu- 
sammenhängt. Dies geht noch deutlicher aus der Fig. 2 hervor. 
Sehr wichtig ist der Verlauf der Kurvenäste in der Nähe der 
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Asymptoten. In dieser Hinsicht stimmen die beiden Kurven 1 
und 2 überraschend gut überein. Es wäre aber wünschenswert 


gewesen, noch mehr Punkte experimentell zu ermitteln. Dies 
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Cua, Fea, Va a, Sca, Snp, Agpı Cla, Moß, 
Fig. 2. 


gilt natürlich besonders für das rechte Kurvenstück, das nur 


ex analogia gezogen werden konnte. 
Tabelle 8. 


log sin sin 7, 
n n 

1 9,0061775 0,1014326 
2 9,0058858 0,1013644 
4 9,0058276 0,1013509 
6 9,0058078 0,1013463 
7 9,0057937 0,1013430 
1 9,1054375 0,1274786 
2 9,1051340 0,1273897 
4 9,1050532 0,1273660 
6 9,1050292 0,1273589 
1 9,2170062 0,164819 
2 9,2167297 0,164714 
1 9,3000174 0,1995340 
2 9,2997912 0,1994300 
4 9,2997375 0,1994060 
1 9,3480095 0,2228484 
2 9,3477605 0,2227207 
1 9,4133920 | 0,2590550 
2 9,4130984 0,2588800 
1 9,4930607 0,3112151 
2 9,4928088 0,3110346 
1 9,5325157 0,3408126 
2 9,5322839 0,3406308 


3 
(j 
| 
= 
5 * 
a 
une | 
= - a 
8,84 
9,00 
9,28 
15,10 
15,30 
15,70 
Va-Ka, 
23,1 
ais 
27,3 3,00 
Sn-La, 
74,9 3,37 
N 82,6 3,10 
4 
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3. Schlußbemerkung. 


Durch die hier ausgeführten Messungen der Dispersion 
von Röntgenstrahlen bei Gips ist die Anomalie in der Funktion 
6/4? durch eine direkte Meßmethode nachgewiesen. Der ge- 
fundene Verlauf zeigt eine gute Übereinstimmung mit dem 
Verlauf der zusammengesetzten Dispersionskurve, welche die 
früheren Messungen von d,/d, (nach Berücksichtigung eines 
neu gemessenen Wertes) befriedigt. Es ist bemerkenswert, 
daß beide auf eine Verschiedenheit im Verlauf der Anomalien 
im Röntgengebiet gegenüber dem Verlauf im optischen Gebiet 
deuten. 


Es ist mir eine Freude, dem Präfekt des hiesigen Instituts, 
Hrn. Prof. Dr. M. Siegbahn, für das freundliche Entgegen- 
kommen, mir seine Apparatur gütigst zur Verfügung zu stellen, 
meinen besten Dank sagen zu dürfen. Auch möchte ich nicht 
verfehlen zu erwähnen, daß ich den ersten Paragraphen dieser 
Arbeit, welcher sich einer früheren gemeinsamen Mitteilung 
von uns anschließt, nach Besprechung mit Prof. Siegbahn 
verfaßt habe. 

Auch Hrn. Fil. Kand. S. Fagerberg, 
für seine wertvolle Hilfe herzlich danken. 


Upsala, Physik. Inst. d. Univ., Dezember 1925, 


Upsala, will ich 
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. Das Gesetz des Tiefempfangs in der klassischen 
Strahlungstheorie; 

: von Walter Schottky. 


1. Für einen gegen die Wellenlänge kleinen elektrischen 
Oszillator, der sich in einem homogenen isotropen Dielektrikum 
im Felde einer ungeordneten elektrischen Strahlung befindet, 
gilt, wie M. Planck gezeigt hat’), nach der klassischen Theorie 
die Beziehung: 

(1) E=}? R,. 

Hierbei bedeutet Z die mittlere Energie des Oszillators und 
X, die in bekannter Weise definierte Strahlungsintensität im 
ungeordneten Felde, pro Einheit des Frequenzintervalls »; und 
zwar handelt es sich speziell um diese Strahlungsintensität für 
die Eigenschwingung », des Oszillators, für welche auch die 
Wellenlänge A zu bilden ist. 

Setzt man im thermischen Gleichgewicht die Energie des 
Oszillators gleich A7’ (k Boltzmannsche Konstante) und be- 
stimmt dann, für verschiedene Oszillatoren mit verschiedenen 
Eigenschwingungen »,, die dazu gehörigen Werte von &,, so 
gelangt man zu der Strahlungsformel 
(2) RK, = kTjR, 
also dem Rayleighschen Strahlungsgesetz, dessen eklatanter — 
Widerspruch mit der Erfahrung Planck zum Verlassen des 
Gleichverteilungssatzes fiir den Oszillator und damit zur Ent- 
deckung der Quantentheorie geführt hat. 

2. Aus der kurze Zeit darauf von Planck gegebenen 
Ableitung seines ,,Gesetzes der Energieverteilung im Normal- 
spektrum“*) geht jedoch hervor, daß man zu dem richtigen 
Gesetz für die „schwarze Strahlung“ gelangt, wenn man die 


1) M. Planck, Ann. d. Phys. 1. S. 9. Gl. (34). 1900. 
2) M. Planck, Ann. d. Phys. 4, 8. 558. 1901; Verh. d. D. Phys, © 
Ges. 2. 8. 202 u. S. 237. 1900. ire s 
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W. Schottky. 


Beziehung (1) bis zu beliebig hohen Eigenfrequenzen des 
Resonators als richtig betrachtet und nur die Beziehung 
zwischen Energie und Entropie, oder, was auf dasselbe hinaus- 
läuft, zwischen Energie und Temperatur des Resonators ab- 
ändert. In den späteren rein quantenmäßigen Ableitungen 
des Strahlungsgesetzes aus Quantenannahmen über die Wechsel- 
wirkung zwischen Strahlung und Materie tritt dieser Zu- 
sammenhang zurück; andererseits hat jedoch die weitere 
Forschung (spezifische Wärme bei tiefen Temperaturen) ge- 
zeigt, daß der harmonische Oszillator der Eigenfrequenz », in 
der Tat die damals von Planck berechnete mittlere Energie 


besitzt und daß demnach die Beziehung (1) auch in und trotz 
der Quantentheorie richtig sein muß. Es wird deshalb von 
Interesse sein, die klassischen Grundlagen dieser Beziehung 
einer allgemeineren Diskussion zu unterwerfen; würde es näm- 
lich gelingen, die allgemeinsten klassischen Voraussetzungen 
für die Gültigkeit dieser Relation aufzufinden, so wäre damit, 
wegen des Fortbestehens der Relation in der Quantentheorie, 
ein bindender Schluß auch auf das korrespondenzmäßige Fort- 
bestehen dieser klassischen Voraussetzungen in der Quanten- 
theorie möglich und damit vielleicht ein neuer Hinweis für 
die quantentheoretische Behandlung von Strahlungsproblemen 
gegeben. Unabhängig von diesen zur Quantentheorie hinüber- 
leitenden Fragen hat es natürlich vom statistischen wie auch 
von gewissen raumakustischen und störungstechnischen Ge- 
sichtspunkten aus ein gewisses Interesse, das Verhalten eines 
klassischen (akustischen oder elektrischen) Strahlers im Felde 
einer allseitig einfallenden Strahlung von statistisch gleicher 
Intensität zu untersuchen. 


3. Im folgenden soll gezeigt werden, daß die Beziehung (1) 
nach der klassischen Theorie in dem gleichen Umfange gilt, 
wie die Voraussetzungen und Konsequenzen gewisser Rezipro- 
zitätstheoreme der klassischen Schwingungslehre. Es läßt sich 
unter diesen Voraussetzungen in der Tat zeigen, das Gl. (1) 
keineswegs auf elektrische Oszillatoren, die klein gegen die 
Wellenlänge sind, beschränkt ist, sondern für elektrische Ge- 
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bilde mit beliebig großen Strahlungsorganen (Antennen) in 
derselben Weise Geltung behält; ebenso aber für akustische 
Strahler im isotropen Schallfelde mit spektral stetig verteilter 
Intensität. Die zur Gültigkeit von (1) im übrigen noch not- 
wendigen ,,monochromatischen“ Eigenschaften des Gebildes 
können dabei, unabhängig von den Eigenschaften seiner 
Strahlungsorgane, durch Anfügung eines genügend selektiven 
Schwingungskreises realisiert gedacht werden. Um zu (1) zu 
gelangen, ist es ferner, der Natur der Sache nach, notwendig, 
die Aufnahme und Abgabe von Strahlungsenergie als die einzig 
in Frage kommende Art der Energieänderung des Gebildes 
anzusehen; sonst gelten allgemeinere Beziehungen, die ebenfalls 
abgeleitet werden. 

Für den angedeuteten Zusammenhang von (1) mit klassi- 
schen Reziprozitätstheoremen, der im folgenden nachgewiesen 
werden soll, ergab sich der heuristische Gesichtspunkt aus dem 
yliefempfangscharakter“ der Beziehung (1). Nach (1) wird 
nämlich bei Variation der Eigenschwingungszahl », die mittlere 
Schwingungsenergie E (im stationären Zustande) proportional 
dem Wellenlängenquadrat im Verhältnis zur auffallenden Strah- 
lungsintensität §, größer. Es liegt nahe, zu vermuten, daß 
diese Vermehrung der mittleren Energie durch ein nach 
tiefen Frequenzen hin immer günstiger werdendes *Verhiltnis 
von Aufnahme- zu Ausstrahlungswirkungsgrad zustande kommt. 
Ein solches Verhalten ist nun aber durch das vom Verf. ab- 
geleitete „Tiefempfangsgesetz“ der Akustik!) und Elektro- 
dynamik *) in der Tat als allgemeine Eigenschaft akustischer 
und elektrischer Strahler gegenüber frei auftreffenden Wellen 
nachgewiesen worden, und zwar eben auf Grund der allgemeinen 
Reziprozitätstheoreme der klassischen Schwingungstheorie in 
der von Sir W. Rayleigh gegebenen Formulierung.?) 

4. Die Form des Tiefempfangsgesetzes, die unseren Be- 
trachtungen zugrunde gelegt werden kann, ist die „Empfangs- 


1) Das Gesetz des Tiefempfangs in der Akustik und Elektroakustik. 
Ztschr. f. Phys. 36. 1926. 

2) Das Ges. d. T.-E. in der drahtlosen Technik. Ztschr. f. Hochfr.- 
Techn. 27. 1926. 

3) Sir W. Rayleigh, Theory of Sound, Bd. 1, $ 109. Dtsch. von 
Fr. Neesen, Vieweg, Braunschw. 1879. 
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W. Schotthy. 
kraft-Formulierung“, in der die unter der Wirkung einer 
einzelnen monochromatischen Welle an einer „Koordinate“ 
eines Strahlers 4 angreifende Empfangskraft der Amplitude 7, 
in ihrem Verhältnis zur Flächenintensität 8, der auftreffenden 
Welle ausgedrückt wird durch ein Sendeverhältnis X, /U?: 
(3) = 162? 
U, bedeutet hierbei die Geschwindigkeits- (bzw. Strom-) Ampli- 
tude, die der „Koordinate“ des Strahlers bei Sendung erteilt 
wird; K, ist die bei der Sendegeschwindigkeit U, in Richtung 
der auftreffenden Welle (d. h. nach ihrem Ausgangspunkt hin) 
entsandte Strahlungsintensität pro Einheit des räumlichen 
Winkels. Gleichung (3) gilt, ihrer Ableitung nach, für Fern- 
empfang akustischer oder elektrischer Wellen (Entfernung des 
Emissionszentrums groB gegen Wellenlänge und Apparat- 
dimensionen); bei elektrischen Wellen speziell und zunächst für 
linear polarisierte Wellen („Quasi-Dipolwellen“). Unter X, ist dann 
die in der gleichen Richtung polarisierte Komponente der in der 
betreffenden Richtung ausgestrahlten Sendewelle zu verstehen.!) 

Der Begriff der den Strahler anregenden und von ihm 
angeregten „Koordinate“ (und der dazugehörigen „Geschwindig- 
keit“ und „Kraft“ kann so allgemein gefaßt werden, daß 
schließlich- wohl jede überhaupt in dem Gesamtsystem auf- 
tretende endliche oder intinitesimale ?) (generalisierte) Koordinate 
darunter verstanden werden kénnte; um aber die Begriffe zu 
fixieren, denken wir bei elektrischen Strahlern an einen ent- 
weder das Strahlungssystem bildenden oder an das Strahlungs- 
system angeschlossenen linearen Stromkreis, in dem die durch 
eine bestimmte Stelle hindurchgehende Ladungsmenge e als 
Koordinate z auftritt; als „Geschwindigkeit“ u fungiert dann 
der durch diese Stelle hindurchfließende Strom i, und als 
„Kraft“ f die Wechsel-EMK., die in diesem linearen Strom- 
kreis auftritt. Das gleiche gilt für elektroakustische Systeme, 
bei denen ein linearer elektrischer Stromkreis, etwa durch 

1) Die Ableitung von Gl. (8) ist für akustische Strahler in der 
v. 8. unter 1), für elektrische in der unter 2) zitierten Arbeit gegeben. 
Eine zusammenfassende Darstellung der akustischen und elektrischen 
T.E.-Gesetze erscheint gleichzeitig in den Berl. Ber. 1926. 


2) Soll heißen: endlichen oder infinitesimalen Raumbereichen zu- 
geordnete. 
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Anregung einer Membran akustische Ausstrahlungen aussendet 
und empfängt. Wird dagegen ein mechanisches System be- 
trachtet, das mit einem akustischen (oder auch elektrischen) 
Strahler in Wechselwirkung steht, so werden wir als Koordinate 
die Schwerpunktslage einer einheitlich oszillatorisch beweg- 
lichen Masse aufzufassen haben und u und f sind dann eine 
wirkliche Geschwindigkeit und Kraft. Wir können ferner, ent- 
sprechend den linearen Annahmen des Reziprozitätstheorems 
annehmen, daß komplexe (und im allgemeinen frequenz- 
abhängige) Scheinwiderstände ® (elektrischer oder mechanischer 
Art) angebbar sind, die für die betrachtete Koordinate den 
Zusammenhang zwischen Kraft- und Geschwindigkeitsamplitude 
für jede Frequenz wiedergeben. Das strahlende Gebilde selbst 
kann beliebig groß gegen die Wellenlänge sein!) und beliebige 
Richtungsselektivität besitzen. 

5. Die Voraussetzungen der Gleichung (3) sind für einen 
Strahler 4 mit zugeordneter Koordinate z im isotropen Strahlungs- 
felde dann erfüllt und die Bedingungen zur Ableitung der Be- 
ziehung (1) sind dann gegeben, wenn wir, außer den allgemeinen 
Linearitätsvoraussetzungen des Reziprozitätstheorems, folgendes 
annehmen. Wir denken uns um irgendeinen zentralen Punkt 
des Apparates A eine Kugel mit so großem Radius beschrieben, 
daß sowohl die Wellenlänge wie alle Apparatdimensionen da- 
gegen als klein angenommen werden können. Innerhalb dieser 
Kugel sei kein Emissionszentrum; von außen trete jedoch von 
allen Seiten in (statistisch) gleicher Weise monochromatische 
Strahlung ein. Dann können wir wegen der großen Entfernung 
der Emissionszentren alle auf 4 auftreffenden Wellenziige als 
Quasikugel- bzw. Quasidipolwellen betrachten, deren scheinbare 
Ausgangspunkte B außerhalb der Kugel irgendwie, ungeordnet 
aber statistisch gleichmäßig, verstreut liegen; wir haben die 
Bedingungen des Fernempfangs und damit Gültigkeit von 
Gleichung (3). 

Wir greifen nun ein Oberfliichenelement do der Kugel 
heraus und betrachten einen der Wellenzüge, deren schein- 
barer Ausgangspunkt B innerhalb des durch do auf der Voll- 


1) Diese Annahme steht nicht im Widersgeoch hau der obigen 
Voraussetzung des Fernempfangs. ER 
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kugel (mit dem Radius R) ausgeschnittenen räumlichen Winkels 
liegt. Dann gilt Gleichung (3) u.a. für: die von 


dieser Welle herrührende Kraftamplitude 7, im Empfangskreis, 
$,, die Intensität pro Flächeneinheit der von B zugestrahlten 
Welle, ist unter unseren Annahmen (Fernempfang), innerhalb 
des Gebietes von A konstant und kann speziell für den Mittel- 
punkt der Kugel bestimmt gedacht werden; X, ist von der 
durch den ausgeschnittenen Winkel do festgelegten Richtung, 
jedoch nicht von der Lage von B hinter do abhängig. Da- 
durch wird eine Summation der Gleichung (3) über alle im 
Winkel do liegenden scheinbaren Strahlungszentren ermöglicht. 
Nehmen wir hierbei, wie es der Voraussetzung einer ungeord- 
neten Strahlung entspricht, die von den verschiedenen Punkten 
innerhalb des Winkels do ausgehenden Wellenzüge als in- 
kohärent an, so sind ebenso die entsprechenden Kraftampli- 
tuden F, inkohärent, und wir erhalten den zeitlichen Mittel- 
wert /?(do) der zu do gehörigen Kraft einfach durch Addition 
der halben Kraftamplitudenquadrate, die zu den Einzelwellen 
gehören. Wegen der Unabhängigkeit des Verhältnisses X,/U,? 
von der Lage der Punkte B ergibt sich also: 


2 K. 


Die hier auftretende Summe 25a wird nun im Mittel dem 


Winkel do proportional sein; wir können setzen: 2a 

(5) SS, = Kdo, 
do 

wobei jetzt X die der Oberflicheneinheit im Zentrum der 

Kugel aus dem Winkel do zugestrahlte Intensität bedeutet; 

diese Größe deckt sich mit der Planckschen spezifischen 


Strahlungsintensität für eine monochromatische Welle. Wir 

erhalten also: 

(6) f?(d 0) = 84? K do. 4 


Bei elektrischen Wellen tritt insofern eine kleine Komplikation 
auf, als das Verhältnis X,/U,? noch von der elektrischen Feld- 
vektorrichtung der auftreffenden Welle abhängig, also nicht 
für alle im Winkel do liegenden Ausgangspunkte B, die ja 
Wellen mit verschiedener Polarisation entsenden können, 
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dasselbe ist. Wir schreiben, um das zu kennzeichnen, K;‘ statt 
K,, indem wir unter t die betreffende Polarisatinsrichtung 


verstehen. Falls jedoch zu jeder Polarisationsrichtung t in 


dem betrachteten Raumwinkel do viele Intensitäten X ge- os 
hören, hat man in (4) für X! einfach das Mittel der X über A 
alle Polarisationsrichtungen t zu setzen; und da die Gesamt- __ ae 
emission X, in der betreffenden Richtung im allgemeinsten Fall 
zusammensetzbar sein wird aus zwei senkrecht zueinander = 


Au 


polarisierten, in der Phase um 90° gegeneinander verschobenen Ga. 
Wellen, so wird das Mittel X der X! gleich der Summe der 
Richtungsmittelwerte der K+, einzeln berechnet für diese beiden 

> to ty! 
linear polarisierten Wellen sein, also K,! = = + u » falls 5 


t, und t,’ die Hauptpolarisationsrichtungen der Welle X, für 
die betreffende Strahlrichtung sind. Wegen K,* + K, = K, 
wird demnach fiir den Empfang elektrischer, linear polarisierter F 
Wellen mit der Einzelintensität S,‘ und statistisch verteilter = 


do 


15 » 


Führen wir hier wieder x als spezifische Gesamtintensität ein, az 
= Kdo, 


so erhalten wir, an Stelle von (6), (das hiernach nur für longo- 
tudinale Wellen gilt), 
(6°) f?(d o) = 83? 


Strenggenommen müßte bei unseren elektrischen Über- 
legungen allerdings noch eine weitere Voraussetzung fallen 
gelassen werden, nämlich die der Inkohärenz der von demselben 
Punkt B ausgehenden polarisierten Wellen. Der allgemeinste 
kohärente Emissionsakt eines einzelnen monochromatischen 
Strahlers wird ja in der Aussendung einer elliptisch polarisierten 
Welle bestehen, deren Hauptkomponenten in bestimmten Rich- 
tungen liegen. Auf diesen Fall ist das Tiefempfangsgesetz (3) 
in der Tat nicht ohne weiteres anwendbar; es ist eine Ver- 
allgemeinerung nötig, welche ergibt, daß diese Beziehung noch 
durch einen Faktor erweitert werden muß, der von den 
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_ Hauptrichtungen und Intensitätsverhältnissen sowohl der ent- 

sandten wie der empfangenen Welle abhängt.!) Ich führe 
diese Verallgemeinerung hier nicht näher aus; für die stati- 
stische Betrachtung ergibt sich, daß bei gleicher mittlerer 
Häufigkeit der entgegengesetzt zirkulierenden Wellen bei der 
Mittelbildung nichts anderes herauskommt als bei völliger 
Inkohärenz der in verschiedenen Richtungen polarisierten 
Wellen. 

Durch Integration von (6) über die ganze Vollkugel er- 
halten wir, da. X wegen der Isotropie der Strahlung für alle 
Richtungen gleich ist, für das zeitliche Mittel des Quadrates 
der im ganzen durch das monochromatische Strahlungsfeld 
erzeugte Kraft f, zunächst im akustischen Fall: 


(7) 822: 


-K=8#L,/U2-K 


L, bedeutet hier die an bei der „Geschwindigkeit‘‘ U, von 
dem Strahler emittierte Leistung, Mit Einführung des durch 
die Beziehung L, = ®,/2.-U,? allgemein definierten ,,Nutz- 
widerstandes“ W, (mechanischer oder elektrischer Art) geht 
diese Gleichung über in: 

(8) f? BK. 

Dieses Gesetz können wir als eine Form des Tiefempfangs- 
gesetzes für isotrop einfallende inkohärente Strahlung be- 
zeichnen. Zum Vergleich sei auf die entsprechende, ebenfalls 
auf den zeitlichen Mittelwert des Kraftquadrates umgerechnete 
Gleichung hingewiesen, die für den Empfang einer (akustischen 
Welle) aus einer bestimmten Richtung gilt: ET 


(8) 


in der FR die Entfernung des Emissionszentrums, 1/2 die 
Richtungskonzentration der Sendewelle des Empfangsapparates 
für die Richtung des Emissionszentrums bedeutet.?) 

Aus dem Vergleich mit (8) ergibt sich die an anderer 
Stelle?) hervorgehobene Tatsache, dab beim Empfang einer 
einfallenden inkohärenten u 


wu, 1) Vgl. den $. 559, Anm, 2 zitierten Aufsatz, 
2) Ztschr. f. Bst 36. 1926. 
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= 
lung die Richtwirkung des Empfängers keine Rolle mehr spielt; = 
die Wirkung der isotropen Strahlung wäre genau dieselbe, wenn 
in (8) 2 für alle Richtungen gleich, also = 42 wäre. 

Bei Anwendung von (8) auf elektromagnetische Strahlungs- 
vorgänge ist nach dem früheren X,/2 statt X, zu setzen. 

6. In einem ungeordneten Strahlungsfelde sind in Wirk- 
lichkeit nicht monochromatische Wellen endlicher Intensität 
vorhanden, sondern die Intensität ist im statistischen Mittel 
proportional dem Frequenzintervall dv, in dem die unter- 
suchten Wellen enthalten sind.) Wir haben also, wenn wir 
die erhaltenen Gleichungen auf das ungeordnete Strahlungsfeld 
anwenden wollen, an Stelle von X einzuführen X,dv; der ge- 
wonnene Kraftmittelwert bezieht sich dann auf die Kraft, die 
durch isotrop einfallende Strahlung dieses Frequenzintervalls 
hervorgerufen wird.*) Entsprechend der Planckschen Bezeich- 
nungsweise zerlegen wir für jede Richtung X, in zwei Teile 
8, und §,’, die den Intensitäten jeder Welle 8,dod»v in 
ihren beiden Hauptpolarisationsrichtungen entsprechen. Für 
die angenommene ungeordnete Strahlung ist 8, = 8, = K,/2. 
Setzen wir für die akustischen Wellen &, = X,, so können 
wir fortan die beiden Fälle wieder einheitlich behandeln. an. ii 

Wir erhalten so aus (8) ahs 
(9) f? (dv) = 
Es handelt sich nun darum, mit Hilfe dieser Gleichung den 
zeitlichen Mittelwert der kinetischen Energie der unter dem 
Einfluß der Strahlung stehenden Koordinate zu berechnen. 
Für jede Teilamplitude und infolgedessen auch für den in (9) 
berechneten zeitlichen Mittelwert der Kraft gilt nach den ge- 
machten Linearitätsannahmen: 


1) M. Planck, Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrahlung, 
I. Abschnitt. 

2) Dieser Schluß gilt nach Planck allerdings nur für die „natür- 
liche Strahlung“, wie sie u. a. im thermischen Gleichgewicht angenommen 
werden muß. Er stützt sich darauf, daß man die natürliche Strahlung 
eines kleinen Frequenzintervalls auffassen kann als monochromatische 
Strahlung, die nach Amplitude und Phase langsam, aber ganz unregel- 
mäßig, variiert, vgl. M. Planck, Ann. d. Phys. 1. S. 88ff. 1900. 
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Aus (9) folgt also, durch Integration über » von 0 bis wo, 
indem noch A? = g?/v? gesetzt wird, für den zeitlichen Mittel- 
wert der Gesamtgeschwindigkeit der betrachteten Koordinate 
im ungeordneten elektrischen oder akustischen Strahlungsfelde: 


Jisi 


0 


er 


Hierbei ist die Zerlegung der Strahlung 8, in Fourier- 
glieder nur insofern benutzt, als die bei der vorgenommenen 


Summation vorausgesetzte Inkohärenz der u? für die ver- 
schiedenen Frequenzintervalle dv an ein Vorgehen dieser Art 
gebunden ist. 

7. Gleichung (10) gilt noch unter ganz beliebigen Voraus- 
setzungen über die Größe und Art der die Bewegung der 
Koordinate bestimmenden Scheinwiderstände; unter anderem 
kann der Verlust- und Nutzwiderstand in einem beliebig großen 
Frequenzintervall von derselben Größenordnung wie der Phasen- 
widerstand der Koordinate sein. Um aus (10) eine Beziehung 
ähnlich (1) zu erhalten, in der nur die spezifische Strahlungs- 
intensität einer Frequenz auftritt, müssen wir jedoch jetzt 
dazu übergehen, unsere Annahmen über den angeschlossenen 
Koordinatenkreis zu spezialisieren, und anzunehmen, daß wir 
es mit einem System von sehr ausgeprägter Eigenschwingung 
zu tun haben, bei dem, außer in einem kleinen Gebiet in der 
Nähe der Eigenschwingung, der Phasenwiderstand bei weitem 
den Wattwiderstand überwiegt. Das läßt sich, ohne irgend- 
eine einschränkende Annahme über die Art und Größe des 
strahlenden Gebildes, immer dadurch erreichen, daß man den 
an das strahlende Gebilde angeschlossenen mechanischen oder 
elektrischen Kreis mit einer genügend großen Masse (oder 
Selbstinduktivität) belastet, der, zur Erzielung einer bestimmten 
Eigenschwingung »,, eine bestimmte Direktionskraft (Kapazität) 
gegeniibersteht. Man erhält so für die Phasenkomponente 
von ¥ den Ausdruck: 


2 
B,, = oL( 


wobei Z mechanisch eine Masse, elektrisch eine Selbstinduk- 
tivität und w, die zu », gehörende Kreisfrequenz bedeutet. 
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Ferner entspricht es dem auf die Einführung des ther- 
mischen Gleichgewichtes hinzielenden Gang der Untersuchung, 
wenn in dem betrachteten Kreis außer dem Nutzwiderstand ®W, 
kein weiterer Wattwiderstand angenommen wird; andernfalls 
würde in dem System ein dauernder Energieverbrauch statt- 
finden, der im thermischen Gleichgewicht nur durch Wechsel- 
wirkungen anderer Art, die an diesem energieverzehrenden 
Element angreifen, ausgeglichen werden könnte. Soweit also 
das System nur unter dem Einfluß des Strahlung gedacht 
wird, werden wir die Wattkomponente von % gleich dem 
Strahlungswiderstand W, zu setzen haben. 

Wegen der Annahme, daß im allgemeinen %, <W,, ist, 
liefern zu dem Integral (10) nur die Frequenzen in nächster 
Umgebung von »,, wo |%]| ein tiefes Minimum hat, nennens- 
werte Beiträge. Falls 8,, wie wir annehmen wollen, innerhalb 
dieser nächsten Umgebung von », als konstant angesehen werden 
kann, können wir also ®W,8,/v»® mit den Werten, die die 
Komponenten dieses Ausdruckes beiv=», — heraus- 
setzen und haben nur noch das pian | 


@ 


zu integrieren, welches, mit Einführung von x =~, 
dv 1 Rn 


> 
wur 


+B," 


— übergeht in: me 
car LD? 2 ~ 8, 


Durch iesitein in (10) ergibt sich also, mit g?/y? = 32, 
(11) = A3 
Führt man jetzt die mittlere kinetische Energie Zy. = } Lu? 
ein, so erhält man schließlich: 

Pun = 422 8,, 
wobei, wie in (1), A und $, für die Eigenschwingung des be- 
nutzten Resonanzkreises gelten. Da für einen Kreis mit linearen 


1) Vgl. z.B. die von F. Schottky gegebene Ableitung, Ann. d. 
Phys. 68. S. 158. 1922. 


4 


at 
: ER: 
11 
- 
“ 
+ 
t 
er 
t = 
4 
«t= 
r 
\ 
Br 
» 
: 
r 
T Pr 
“ 
232 
je - 
= 


W. Schotthy. 
Scheinwiderständen und einem so ausgesprochenen Resonanz- 
charakter, wie wir ihn hier angenommen haben, immer die 
mittlere kinetische Energie gleich der mittleren potentiellen 
Energie ist, erhalten wir schließlich, in Übereinstimmung mit (1) 
E= 3128, 

für hinreichend ungedämpfte mechanische oder elektrische 
Resonanzkreise, die mit elektrischen oder akustischen Antennen 
im ungeordneten Strahlungsfelde verbunden sind. Dabei ist, 
wie immer, der Unterschied im Auge zu behalten, daß & 
akustisch die gesamte spezifische Strahlungsintensität der be- 
treffenden Frequenz bedeutet, während elektrisch 8, nur die 
Intensität einer der beiden senkrecht zueinander polarisierten 
Komponenten bedeutet. 

8. Kehren wir, nachdem wir so das Tiefempfangsgesetz 
der klassischen Wellentheorien als allgemeine Grundlage der 
Planckschen Beziehung (1) kennengelernt haben, zu der 
schon in § 2 gemachten Feststellung zurück, daß diese Be- 
ziehung für monochromatische Oszillatoren auch „in und trotz 
der Quantentheorie“ richtig bleibt, so entsteht jetzt offenbar 
die Aufgabe, diese Plancksche Beziehung auch quantenmäßig 
abzuleiten und zu deuten. Es ist wohl kein Zweifel, daß das 
nur mit Benutzung einer dem klassischen Tiefempfangsgesetz 
analogen Quantenbeziehung möglich sein wird. Damit wird 
aber die noch weitergehende Aufgabe gestellt, das Tief- 
empfangsgesetz selbst quantentheoretisch zu erweitern und 
umzudeuten. Bei Verfolgung dieser Aufgabe sieht man sich 
sogleich tief in kritische Fragen der modernen Quantentheorie 
verstrickt; ganz andersartige Auffassungen und Methoden als 
die in dieser Arbeit benutzten treten in den Vordergrund. 
Es sollen deshalb diese Fragen hier nicht mehr irgendwie im 
einzelnen besprochen werden; nur einige kurze Hinweise 
seien erlaubt. 

Es zeigt sich, daß die Einsteinsche Beziehung!) zwischen 
der Übergangswahrscheinlichkeiten a und 5 bei Emission und 
Absorption, 


6 


1) Vgl. z.B. A. Einstein u. P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 20. 


(12) = const. v3 


a ‘ 
= 
¢ 
ite “4 
| 
‘oe 
: 
7 
- 
a ar 
+ 
D 
| 
7 
: 
> 
- 
va 


0. 


Das Gesetz des Tefempfangs in in 569 


das quantentheoretische Analogon zum klassischen Tief- 
empfangsgesetz liefert, da bh» der für das Absorptions- 
vermögen, a der für die Emissionstätigkeit maßgebende Aus- 


druck ist, so daß ate prop. 22 wird. Da diese Beziehung 


diejenige ist, die in der Quantentheorie zur Berechnung von 
Emissionseigenschaften aus Absorptionseigenschaften benutzt 
wird und umgekehrt!), ergibt sich auch, daß sie in der 
Quantentheorie eine ganz entsprechende taktische Bedeutung 
besitzt wie die klassischen Formulierungen des Tiefempfangs- 
gesetzes im Anwendungsbereich der Kontinuitätsphysik; man 
kann, mit dieser Definitionserweiterung, vielleicht sagen, daß 
bei allen die Strahlungsaufnahme und Aussendung betreffenden 
Vorgängen das Tiefempfangsgesetz die für die Anwendung am 
unmittelbarsten in Betracht kommende Form der Reziprozitäts- 
beziehungen darstellt. 

Beim Aufsuchen der genaueren klassischen Analogie zu 
der Einsteinschen Beziehung (12) stellt sich allerdings heraus, 
daß für den klassischen Strahler nur eine Integralbeziehung, 
die die Absorption und Emission über das ganze maßgebende 
Frequenzbereich summiert (und dabei von der Breite dieses 


Bereiches unabhängig wird), zu der Einsteinschen Beziehung 


in Parallele gesetzt werden kann; unmittelbar erhebt sich bu 
Frage, ob umgekehrt auch eine spektrale Zerlegung von m 
möglich ist, falls angenommen wird, daß auch der Quanten- 
strahler nicht nur völlig scharf definierter stationärer Zustände 
fähig ist. Zu einer solchen Zerlegung scheint nun, auch wenn 
man an der Auffassung der streng quantenhaften und gerichteten 
Emission und Absorption festhält, das klassische Vorbild ge- 
nügend formale Hinweise zu geben, um wenigstens einen Über- 


blick über die hier auftreffenden quantentheoretischen Auf- 


gaben zu ermöglichen. Es stellt sich heraus, daß man, um 
auch für „unscharfe“ Quantenzustände eine vollständige Be- 


rechnung der Absorptionseigenschaften aus den Emissions- 
eigenschaften zu ermöglichen, außer einer streng monochro- 
matischen Tiefempfangsbeziehung, die man wahrscheinlich aus 
der klassischen Theorie, in entsprechender Umdeutung auf 


1) R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 4. 451. 1921; 
Phil. Mag. 47. 209. 1924 


k . & . 1921; E. A. Milne, 
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"EEG einfach zu übernehmen hat, für 
das betreffende Quantengebilde noch etwas kennen muß, was 
der Relation zwischen „Kraft“ und „Geschwindigkeit“ beim 
klassischen Gebilde entspricht, wobei in dieser Relation die 
Strahlungseigenschaften selbst noch eine Rolle spielen müssen. 
Dieselbe Aufgabe, von einer anderen Seite gesehen, stellt sich 
dar als Aufgabe der Bestimmung von a priori-Wahrscheinlich- 
keiten, die den Zuständen in der Nachbarschaft eines stationären 
Quantenzustandes zuzuordnen sind. Daß solche Formulierungen 
und Fragestellungen überhaupt einen Sinn haben können, wird 
durch die unter dem Eindruck der Dispersionsschwierigkeiten 
stehende moderne Entwicklung der Quantentheorie ja durchaus 
nahe gelegt; neben den grundlegenden Hinweisen von Bohr 
sind es Auffassungen und Lösungsversuche von Herzfeld, 
Ehrenfest und Tolman, Becker, Kramers und Heisen- 
berg, Landé, und besonders die Zerstreuungstheorie von 
Smekal, die in diesem Zusammenhang genannt werden dürfen. 
Die Verfolgung der angedeuteten Gedankengänge scheint ge- 
wisse in dieser Gruppe von Arbeiten entwickelte Anschauungen 
zu stützen, teilweise auch zu modifizieren. Sollten sich hin- 
reichend präzise Resultate ergeben, so hoffe ich, darüber noch 
berichten zu können. 


Zusammenfassung. 


Eine von M. Planck aufgestellte, in der Geschichte der 
Strahlungstheorie grundlegende Beziehung zwischen der mitt- 
leren Energie eines klassischen Dipolresonators und der 
Strahlungsintensität eines ihn anregenden isotropen Strahlungs- 
feldes weist auf eine nach tiefen Frequenzen ansteigende Be- 
vorzugung der Absorption relativ zur Emission, proportional 
dem Quadrat der Wellenlänge, hin. Es wird gezeigt, daß 
man die Plancksche Beziehung in der Tat ohne die bis- 
herigen einschränkenden Annahmen über die Größe und die 
Strahlungseigenschaften des betreffenden Strahlers, jedoch 
naturgemäß mit Beschränkung auf Systeme mit ausgesprochener 
Eigenschwingung, als allgemeine Konsequenz des Tiefempfangs- 
gesetzes für isotrop einfallende akustische und elektrische 
Wellen nachweisen kann. Da die Beziehung empirisch auch 
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für den monochromatischen Oszillator der Quantentheorie 
Geltung behält, wird hierdurch die Frage nach einer quanten- 
theoretischen Formulierung des klassischen Tiefempfangs- 
gesetzes aufgeworfen. Es wird hierbei auf einen Einsteinschen 
Satz über das Verhältnis der Übergangswahrscheinlichkeiten 
in Emission und Absorption hingewiesen und es werden einige 
Probleme angedeutet, die sich bei weiterer Verfolgung der 


hier vorliegenden Analogien ergeben. u 


Rostock, Physikal. Institut. 
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6. Kurzwellige Strahlen kosmischen Ursprungs; 
von R, A. Millikan.’) 


(Norman Bridge Laboratory, California Institute of Technology. 
Der Akademie vorgelegt am 9. Nov. 1925.) 


Bereits im Jahre 1903 bemerkten die britischen Physiker, 
Mc Lennan, Burton’), Rutherford und Cooke’), daß der 
elektrische Ladungsverlust eines Elektroskopes innerhalb einer 
luftdichten Metallkammer um 30 Proz. reduziert werden konnte, 
wenn man die Kammer in eine vollständig umgebende Metall- 
hülle oder -kapsel mit mehrere Zentimeter dicken Wänden 
einschloß. Dies bedeutet, daß der Ladungsverlust des ein- 
geschlossenen Elektroskopes nicht von schlecht isolierenden 
Stützen abhing, sondern vielmehr von einigen in hohem Maße 
durchdringenden Strahlen, ähnlich den y-Strahlen des Radiums, 
die Metallwände von Zentimeterdicke durchdringen konnten 
and das Gas innerhalb ionisierten. 

Angesichts dieser Eigentümlichkeit, verhältnismäßig dicke 
Metallwände in meBbarer Menge zu durchdringen, wurde die 
so entdeckte Strahlung die „durchdringende Strahlung“ der 
Atmosphäre genannt. Zuerst wurde sie ganz natürlich den 
radioaktiven Stoffen in der Erde oder Luft zugeschrieben, und 
das ist wirklich der Ursprung ihres größten Teils. Aber in den 
Jahren 1910 und 1911 fand man, daß die Strahlung nicht so 
schnell mit der Höhe abnahm, wie sie es nach dieser Hypothese 
sollte. Den ersten bedeutenden Bericht über diesen Punkt lie- 
ferte der Schweizer Physiker Gockel‘), der ein eingeschlossenes 
Elektroskop im Ballon mit sich nahm bis zu einer Höhe von 
13000 Fuß (4000 m). Er berichtete, daß er die „durchdringende 


u 


1) Aus den Proceed. of the Nat. Acad. of Sciences of the U.S. 
Januar 1926. S. 48. 
2) Me Lennan und Burton, Physic. Rev. 16. S. 184. 1903. 
3) Rutherford und Cooke, Ebenda 16. S. 183. 1903. 
an 4) Gockel, Physikal. Ztschr. 11. S. 280. 1910. 
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Strahlung‘ in dieser Höhe ungefähr so groß fand wie an der 
Erdoberfläche, trotz der Tatsache, daß gemäß Eves’) Berech- 
nung sie auf ihren halben Erdoberflächenwert hätte fallen 
sollen beim Aufsteigen um 250 Fuß (75 m). > 
In den Jahren 1911, 1912, 1913 und 1914 wiederholten 
zwei Physiker, der Schweizer Hess?) und der Deutsche Kol- 
hörster?), die Ballonmessungen Gockels. (Kolhörster stieg 
auf bis zu 5,6 Meilen oder 9 km.) Die beiden berichteten, daB 
die Strahlung in der ersten Meile ein wenig abnahm und dann 
wieder zunahm, bis sie, nach Kolhörsters Messungen, in 
9km Höhe einen achtmal so großen Wert wie an der Erd- 
oberfläche erreichte. Das schien anzuzeigen, daß die durch- 
dringenden Strahlen von außerhalb der Erde kamen und daher 
einer Art kosmischen Ursprungs waren. Wenn man auf dieser 
Grundlage rechnete ®), so mußten die Strahlen einen Absorptions- 
koeffizienten von 0,57 pro Meter Wasser haben, wenn sie mit 
den Angaben von Hess und Kolhörster im Einklang stehen __ 
sollten. An der Grenze unsrer Atmosphäre mußten sie inner- _ 
halb eines geschlossenen Gefäßes eine ionisierende Kraft haben _ 
von mindestens 500 Ionen pro ccm und Sek., anstatt der 10° 
oder 12 Ionen, die man in gewöhnlichen Elektroskopen an der 
Erdoberfläche findet. Der Krieg setzte weiteren Studien dieser 
Art ein Ziel in der ganzen Welt; aber sobald wir nach dem 
Krieg die geeigneten Instrumente in dem neueingerichteten 
Norman Bridge Physikalischen Laboratorium bauen lassen 


San Antonio in Texas. Im Frühjahr 1922 gelang es uns, — 
4 kleine Registrierelektroskope in Pilotballons beinahe auf die 
doppelte Héhe, als man sie bisher erreicht hatte, aufsteigen 
zu lassen. Der höchste Flug erreichte eine Höhe von knapp — 
10 Meilen oder 15,5 km. 

Diese Instrumente waren bemerkenswerterweise aus Stahl 
gebaut, von 300 ccm Inhalt und für einen Druck von 1501lbs — ar 
oder 68 kg. Jedes war mit Registrierbarometer, -thermometer 


1) Eve, Phil. Mag. 21. S. 26. 1911. 

2) F. V. Hess, Physikal. Ztschr. 12. $. 998. 1911 u. 13. S. 1084. 1912. 

.. Kolhörster, Ebenda 14. S. 1153. 1913 und Dtsch. Phys. Ges. 
16. S. 719. 1914. 

4) E. v. Schweidler, Elster und Geitel-Festschrift S. 415. til 
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und -elektroskop, außerdem noch mit mehreren Sätzen beweg- 
licher photographischer Films und dem notwendigen Antriebs- 
mechanismus versehen; dennoch betrug das Gesamtgewicht nur 
190g oder ungefähr 7 Unzen. Die Steighöhen wurden nicht 
pur durch das jetzt wohlbegründete Ballonaufsteiggesetz be- 
stimmt, sondern auch durch direkte Beobachtungen mit zwei 
_ Theodoliten. Mit dem besonderen Auftrag, diese für uns zu 
machen, hatte Major Wm. R. Blair vom U. S. Signal Corps 
uns gütigst Leutnant Mc Neil nach Kelly Field gesandt. 

Vorausgesetzt, daß die früher berichteten Ergebnisse 
richtig waren, hofften wir, mit diesen Versuchen sehr große 
Entladungsbeträge zu finden; denn unsere Apparate stiegen 
in solche Höhen, daß sie 88 Proz. der Atmosphäre unter sich 
ließen, und nur 12 Proz. übrig blieben, um durch ihre Ab- 
sorption die Intensität der von außen kommenden hypothetischen 
Strahlen zu verringern. Mit anderen Worten, unsere Elek- 
troskope würden Strahlungen ausgesetzt worden sein, an In- 
 tensität denen nahekommend, die an der Grenze unserer 
Atmosphäre vorhanden sind. Jn Wirklichkeit fanden wir durch- 
aus nichts den berechneten Entladungsbeträgen entsprechendes. 
Unsere Versuche stimmten insofern mit denen der europäischen 
Beobachter überein, als unsere Elektroskope in großen Höhen 
einen etwas stärkeren Entladungsbetrag zeigten als auf der 
Erdoberfläche, aber gleichzeitig bewiesen sie endgültig, daß es 
heine Strahlung von den vermuteten Eigenschaften gab, weil unsere 
beobachteten Entladungsmengen nicht mehr als ein Viertel der 
berechneten Beträge ausmachten. 

Da die Herkunft der „durchdringenden Strahlung‘ noch 
immer ungewiß war, gingen Dr. Russel Otis und ich im 
Sommer 1923 auf den Gipfel des Pike’s Peak, um Absorptions- 
experimente über diese Strahlung anzustellen auf der größten 
Höhe, auf die wir große Mengen Absorptionsmaterial tragen 
konnten. Denn falls die Strahlen nicht kosmischen Ursprungs 
waren, so brauchten sie nicht stärker durchdringend zu sein, als 
die -Strahlen radioaktiver Stoffe. Wenn sie aber aus dem Kosmos 
stammten, dann, so hatten die Pilotballonversuche von Bowen 
und mir gezeigt, mußten sie sehr viel härter (durchdringender) 
sein, als man sie je vermutet hatte. Man braucht also Absorptions- 
versuche, um die wahre Natur dieser Strahlen zu bestimmen, 
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Wir schleppten 300 lbs (136 kg) Blei und einen Würfel 
von 6 Fuß Kantenlänge voll Wasser auf den Gipfel und er- 
hielten als Reinergebnis dieser Absorptionsversuche den end- 
gültigen Beweis, daß die auf dem Gipfel des Pike’s Peak 
gefundenen Strahlen vorwiegend von der Härte gewöhnlicher 
y-Strahlen und weiter, daß sie zum großen Teil, wenn nicht | 
vollständig, örtlicher Herkunft waren; denn örtliche Verhält- — 
nisse, wie ein heftiger Schneesturm und Blizzard, die wir dort _ 
erlebten, veränderten die Strahlungsintensität innerhalb einer 
4,8 cm dicken Bleihülle fast ebenso sehr wie außerhalb. Um 
diese Zeit nach der kurzen Veröffentlichung unserer Kelly - 
Field-Zahlen, hatte Kolhörster als Ergebnis neuer sich daran 
anschließender Versuche in Spalten und Höhlen alpiner Gletscher, 
seine abgeschätzten Absorptionskoeffizienten!) von 0,57 auf > 
0,25 herabgesetzt. Diese Änderung betrachtet er als innerhalb : 
der Versuchsfehlergrenzen liegend, aber doch als eine Ande- en 
rung, die die angenommenen Strahlen so hart machte, daß sie 
nicht länger mit unseren Pilotballonbeobachtungen unvereinbar 
waren. Wir fanden aber, daß unsere Pike’s Peak-Beobachtungen _ 
sich noch nicht mit seinen jetzt (1923) vermuteten Kennzeichen 
kosmischen Ursprungs vereinigen ließen, nämlich Strahlen, die 
zwei Ionen pro ccm und Sek. an der Erdoberfläche erzeugen, 
und die einen Koeffizienten von 0,25 pro Meter Wasser haben. 
Denn wenn man von der Höhe von Pasadena zu der des _ 
Pike’s Peaks ging, stieg die Zahl der mit dem unabgeschirmten 
Elektroskop beobachteten Ionen von 11,6 auf 22,2, das ist eine 
Zunahme von 10,6 Ionen, während die Zahl der durch einen 
4,8 cm dicken Bleischirm beobachteten Ionen nur von 9,37 ae \ 
auf 11,6 anwuchs, das sind nur 2,23 Ionen. Aber eine Strahlung E er 
mit den oben angenommenen Kennzeichen würde aus sich 
heraus innerhalb unserer Bleihülle eine Zunahme von 3,34 Ionen 
hervorgerufen haben, selbst wenn nichts von der großen Strah- 
lungszunahme, die sich bei den schirmlosen Beobachtungen 
zeigte, durch die Bleihülle gelangte — eine Annahme, die 
unserer Meinung nach im Widerspruch zu den Tatsachen stand. 
Mit einem Wort, unsere Pike's Peak-Beobachtungen zeigten, daß, 
falls überhaupt Strahlen kosmischen Ursprungs vorhanden waren, 
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1) W. Kolhörster, Sitzungsber. Preuß. Akad. Wiss. S. 366. 1928. 
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sie andere Eigenschaften haben mußten, als alle bis jetzt ver- 
muteten; ferner zeigten sie in höchst interessanter Weise, daß es 
eine sehr reichliche weiche Strahlung unbekannter Herkunft auf 
der Höhe des Pike’s Peak gab. 

Demgemäß planten Mr. Harvey Cameron und ich einige 
neue Versuche für den Sommer 1925, die den Zweck hatten: 

1. Endgültig die Frage zu entscheiden, ob es eine geringe, 
sehr durchdringende Strahlung kosmischen Ursprungs gab oder 
nicht — eine so harte Strahlung, daß sie nicht von solchen 
Absorptionsschirmen beeinflußt wurde, wie wir sie nach Pike’s 
Peak genommen hatten und daher mit Hilfe von solchen nicht 
beobachtet werden konnte, — und 

2. Licht zu werfen auf die Ursache der Veränderung mit 
der Höhe der Strahlung von y-Strahlenhärte, von der unsere 
Absorptionsversuche auf Pike’s Peak zeigten, daß sie mehr als 
zweimal so stark waren als in Pasadena. 

Das einzig mögliche absorbierende Material, das man in 
den ungeheuren nötigen Mengen von homogener und nicht 
radioaktiver Beschaffenheit erhalten konnte, war das Wasser 
sehr tiefer Schmelzwasserseen — Schmelzwasser, weil die Er- 
gebnisse aus Unterwasserexperimenten, die wir früher bei 
Pasadena angestellt hatten, wertlos geworden waren durch 
unsere Entdeckung, daß das Wasser merklich radioaktiv war. 
Unserer Meinung nach war es sehr ungewiß, inwieweit diese 
Ursache die europäischen Beobachtungen in und auf Gletschern 
beeinflußt haben könnte. Weiter hatten unsere Pike’s Peak- 
Versuche dargetan: wenn einige von den durchdringenden 
Strahlen kosmischen Ursprungs waren, mußte die von ihnen 
herrührende Ionisation in unserm Elektroskop in Seehöhe viel 
geringer sein als zwei Ionen, wie oben angenommen, außer den 
11,6 beobachteten (der Versuchsfehler betrug etwa 1/, Ion). 
Keine entscheidenden Beweise konnten daher möglicherweise 
geliefert werden, ehe wir nicht sehr tiefe, nicht radioaktive 
Seen finden konnten in sehr großen Höhen, wo kosmische 
Strahlen, wenn sie existierten, zwei- oder dreimal so stark 
ionisieren mußten, wie man in Seehöhe erwartete. Wir brauchten 
wenigstens drei durch kosmische Strahlen verursachte Ionen, 
um Veränderungen mit Absorptionsmaterial vorzunehmen, wenn 
wir einen unzweideutigen Beweis erbringen wollten. BIKE 
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Fair die ersten Versuche wählten wir den Muir Lake 
(11800 Fuß oder 3600 m hoch), unmittelbar am Abhange des 
Mount Whitney, des höchsten Gipfels der Vereinigten Staaten, 
einen schönen Schmelzwassersee einige hundert Fuß tief und 
etwa 2000 Fuß (600 m) im Durchmesser. Hier arbeiteten wir 
während der letzten 10 Tage im August und senkten unsere 
Elektroskope in verschiedene Tiefen bis zu 67 Fuß (20,5 m) 
hinab. Unsere Versuche ließen völlig unzweideutig eine Strahlung 
von so außerordentlicher Durchdringungskraft erkennen, daß die 
Elektroskopablesungen noch eine Abnahme zeigten bis in eine Tiefe 
von 50 Fuß oder 15 m unter der Oberfläche. Die Atmosphäre 
über dem See entsprach in Absorptionskraft 23 Fuß (7 m) 
Wasser. Wenn also Strahlen von außerhalb der Atmosphäre 
herkamen, hatten wir es hier mit so durchdringenden Strahlen 
zu tun, daß sie 50 + 23 = 73 Fuß (22 m) Wasser zu durch- 
dringen vermochten, bzw. 6 Fuß (1,83 m) Blei ehe sie voll- 
ständig absorbiert wurden. Die härtesten X-Strahlen, die wir 
in unseren Krankenhäusern verwenden, können nicht einen 
halben Zoll Blei durchdringen. Hier handelt es sich um 
Strahlen mindestens 100mal durchdringender als diese. Sie — 
besaßen einen Absorptionskoeffizienten von nur !/,,, anstatt 
„ungefähr !/,, von dem der härtesten bekannten y-Strahlen“.’) 

Wie eindeutig der experimentelle Beweis war, läßt sich 
aus der Tatsache ersehen, daß mit Hilfe eines neuen Elek- 
troskopes von hoher Empfindlichkeit die Zahl der Ionen pro ccm 
und Sek., wenn man von der Oberfläche des Muir Lake in 
eine Tiefe von 50 Fuß oder 15 m ging, von 13,9 auf 3,8 sank, 
eine Abnahme auf ungefähr !/, des Wertes. Die größte Ab- 
nahme unter einem Öberflächenwert, die Kolhörster beim 
Einsenken von Elektroskopen in Wasser fand, betrug 2,1 Ionen, 
oder eine Abnahme auf etwa 20 Proz., so daß wir hier eine 
ganz neue Präzisionsmessung und einen ganz eindeutigen 
Beweis erhalten haben. 

Um einen endgültigen Beweis zu erbringen, inwieweit 
diese sehr harten Strahlen kosmischen Ursprungs waren, die 
vollständig von außen hereinkommen und die Atmosphäre rein 
als absorbierende Schicht benützen, gingen wir dann an einen 


1) W. Kolhörster, Sitzungsber. Preuß. Akad. Wiss. 5. 366. 1928. De 
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anderen sehr tiefen Schmelzwassersee, den Lake Arrowhead 
in den San Bernardino Bergen, 300 Meilen (etwa 500 km) 
weiter südlich und 6700 Fuß (2 km) niedriger. Dort stellte 
die Arrowhead Development Company gütigst uns all ihre 
Bequemlichkeiten zur Verfügung. Die Atmosphäre zwischen 
den beiden Höhen besitzt eine absorbierende Kraft äquivalent 
ungefähr 6 Fuß (1,83 m) Wasser. Innerhalb der Grenzen der 
Beobachtunysfehler entsprach jede Ablesung im Arrowhead Lake 
einer 6 Fuß tieferen Ablesung im Muir Lake und zeigte so, daß 
die Strahlen wirklich endgültig von oben kommen, und daß ihr 
Ursprung vollständig außerhalb der Atmosphärenschicht zwischen 
den beiden Seehühen liegt. 

Eine Analyse unserer Absorptionskurven zeigt, daß die 
Strahlen nicht homogen sind, sondern härter werden, wenn sie 
die Atmosphäre durchqueren, ebenso wie X-Strahlen härter 
werden, wenn sie durch einen Bleischirm gefiltert werden. 
Unsere härtesten beobachteten Strahlen haben einen Absorptions- 
koeffizienten von 0,18 pro Meter Wasser und die weichsten, 
die bis zum Muir Lake herunter gelangen, einen Koeffizienten 
von 0,3 pro Meter. Die Pilotballonversuche von Bowen und 
mir zeigen die Unwahrscheinlichkeit, daß sie sehr viel weicher 
an der Grenze der Atmosphäre sein werden, da wir sonst 
größere Ablesungen bei unserem sehr hohen Flug erreicht 
haben würden. 

Tag und Nacht fortgesetzte Beobachtungen an vier auf- 
einanderfolgenden Tagen auf dem Pike’s Peak in einer Höhe 
von 14100 Fuß (4300 m) und an zwei aufeinander folgenden 
Tagen auf dem Mount Whitney in einer Höhe von 13500 Fuß 
(4100 m) zeigen keine bevorzugte Richtung am Himmel, aus 
der die Strahlen kommen. Innerhalb der Grenzen unserer Meß- 
fehler, schießen diese Strahlen durch den Raum gleichmäßig nach 
allen Richtungen. 

Wenn die Absorptionskoeffizienten auf Wellenlänge um- 
gerechnet werden nach einer wahrscheinlichen, obwohl noch 
nicht ganz sicheren Formel'), dann haben unsere härtesten be- 
obachteten Strahlen eine Wellenlänge von 0,00038 A, und die 
mit größerer Wellenlänge erreichen fast den doppelten Wert, 


1) N. Ahmad, Proc. Roy. Soc. A 109. S. 206. 1925. 
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d. h., wir finden ein Spektrum, etwa eine Oktave breit, in einem 
Frequenzgebiet fast 2000mal höher als ein X-Strahl im Mittel 
(1 Ä) hat, d. h., sie liegen so weit oberhalb der X-Strahlen, wie 
die X-Strahlen oberhalb der Lichtstrahlen. Die so berechnete 
kürzeste Wellenlänge entspricht einer 10000000mal höheren 
Frequenz als der des sichtbaren Lichtes. 

Wenn diese außerordentlich kurzwelligen Strahlen die 
Erde treffen, müßten sie, in Übereinstimmung mit dem jetzt 
feststehenden Comptoneffekt, teilweise in weiche Strahlen trans- 
formiert werden, von eben annähernd der Härte der weichen 
Strahlen, die wir tatsächlich auf Pike’s Peak und Mount Whitney 
beobachtet hatten. Die Ursache, daß diese weichen Strahlen 
reichlicher auf den Berggipfeln waren als bei Pasadena, würde 
dann einfach in der Tatsache zu suchen sein, daß es etwa 
dreimal so viel harte Strahlen auf den obersten Gipfeln gibt, 
die transformiert werden, wie in der Höhe von Pasadena. Dies 
scheint die Lösung unseres zweiten Sommerproblems zu sein. 

Wir können einige schön verknüpfbare Folgerungen all- 
gemeiner Art in bezug auf das Entstehen dieser sehr durch- 
dringenden und sehr kurzwelligen Strahlen ziehen; die durch- 
dringendsten Strahlen, über die wir in dieser Beziehung bis 
jetzt etwas erfahren haben, die y-Strahlen von Radium und 
Thorium, werden nur durch Kernveränderungen innerhalb der 
Atome erzeugt. Mit anderen Worten, sie werden durch die 
Umwandlung eines Atoms in ein anderes hervorgerufen oder 
durch die Schaffung eines neuen Atomtyps. Man kann also kaum 
sich der Schlußfolgerung entziehen, daß diese noch durch- 
dringenderen Strahlen, die wir hier untersucht haben, in gleicher 
Weise durch Kernveränderungen irgendwelcher Art entstehen. 
Aber diese Veränderungen müssen außerordentlich viel energie- 
reicher sein als jene, die bei radioaktiven Umwandlungen 
stattfinden, von denen wir etwas wissen. Denn nach unserem 
heutigen Wissen ist die Frequenz eines ausgesandten Strahles 
der Energie des erzeugenden subatomaren Vorganges propor- 
tional. Wir können uns also kaum der Folgerung entziehen, daß 
Kernveränderungen überall im Raum vorkommen und Signale 
dieser Umbildungen uns durch diese kurzwelligen Strahlen gegeben 
werden — Kernveränderungen mit etwa 50mal soviel Energie 
als der bei den radioaktiven Prozessen beobachteten. = De 
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Die Energie der Kernveränderung, die der Bildung des 
Heliums aus Wasserstoff entspricht, ist bekannt, und aus ihr 
haben wir die entsprechende Frequenz berechnet und gefunden, 
daß sie ziemlich genau den kurzwelligsten Strahlen entspricht, 
die wir in diesem Sommer beobachtet haben. Die berechneten 
Frequenzen dieser kosmischen Strahlen stimmen auch gut überein 
mit der Energie bei dem bloßen Einfangen eines Elektrons durch 
einen positiven Kern. So verläßt der schnellste vom Thorium 
ausgesandte §-Strahl sein Mutteratom mit einer Geschwindig- 
keit äquivalent der Energie, die ein Elektron bekommt, wenn 
es eine Potentialdifferenz von 7540000 Volt!) durchläuft, 
% Damit dieses Elektron aus dem Mutteratom herausgelangen 
konnte, mußte es die Anziehungskraft des positiven Kerns 
t- überwinden, und dabei gewann es eine potentielle Energie, 
dem Fall durch eine Potentialdifferenz von 4400000 Volt?) 
> äquivalent. Wenn das gleiche Elektron seinen Weg um- 

gekehrt durchlaufen hätte und in den Kern gestürzt wäre, 

i würde es dabei einen Strahl von 12000000 Volt (7540000 + 
4400000) erzeugt haben. Die kosmischen Strahlen, mit denen 
wir Versuche angestellt haben, besitzen Frequenzen, die sich 
12—30 Millionen-Volt-Strahlen äquivalent machen. Es ist nicht 
unwahrscheinlich, daß das Einfangen eines Elektrons durch 
den Kern eines leichten Atoms eine größere Energie in sich 
schließt, als sein Einfangen durch ein schweres, so daß solche 
Einfangprozesse, wie hier besprochen, vielleicht die glaub- 
würdigste Hypothese über die Herkunft dieser Strahlen bilden. 
SR Kann man sich ein solches Phänomen vorstellen, das sich 

5 über den ganzen Raum erstreckt? Die Schwierigkeit ist nicht 
“ so uniiberwindlich, im Hinblick auf die Durchsichtigkeit selbst 
großer Schichten Materie für diese harten Strahlen, auch in 
Übereinstimmung mit Hubbells neuem Befund®) im Mount- 
Wilson-Observatorium, daß einige der Spiralnebel mindestens 
eine Million Lichtjahre entfernt sind. Die Zentren, in denen 
diese Kernumbildungen stattfinden, brauchten dann nur in 
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1) Report of Committee on X-Rays and Radioactivity of National 
Research Council. 8. 92. 1925. 

2) Report of Committee on X-Rays and Ratioactivity of National 
Research Council. 8. 68. 1925. 


3) Hubbell, Pop. Astron. 38. 8. 252—55. 1925. at 
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Kurzwellige Strahlen kosmischen Ursprungs. 
außerordentlich weit verstreuten Zwischenräumen vorzukommen, 
um die Intensität der am Muir Lake beobachteten Strahlung 
zu erzeugen. 

Die einzige, von den oben erwähnten abweichende Hypo- 
these, daß nämlich kurzwellige Strahlen den Raum in allen 
Richtungen durchkreuzen, könnte scheinbar die sein anzunehmen, 
daß die beobachteten Strahlen in den oberen Schichten der 
Atmosphäre durch Elektronen erzeugt werden, die in allen 
Richtungen den Raum praktisch mit Lichtgeschwindigkeit 
durcheilen. Diese Hypothese könnte bei der Erklärung der 
geheimnisvollen Tatsache von der Erhaltung der negativen 
Erdladung helfen, aber sie begegnet, denke ich, unüber- 
windlichen Hindernissen, wenn man die Veränderung der 
Ionisation in geschlossenen Gefäßen mit der Höhe quantitativ 
erklären will. Auf jeden Fall ist diese Hypothese in ihrer 
wichtigsten Beziehung der einen oben dargestellten sehr ähn- 
lich; denn auch sie erfüllt den Raum mit Strahlen von der 
einen oder anderen Art, die mit Lichtgeschwindigkeit ihn in 
allen Richtungen durchsetzen. Einer Auffassung wie dieser, 
scheinen wir uns jetzt nicht entziehen zu können. Und doch 
ist es eine Auffassung, die der Einbildungskraft einen fast zu 
mächtigen Anreiz bietet. Professor Mac Millan’) in Chicago 
neigt dazu, hierin einen Beweis sehen zu wollen für die 
Kondensation von Licht und Wärme, die aus irgendeinem Teile 
des Raumes durch die Sonne und die Sterne in den Raum 
gestrahlt wird, zu Materie, eine im ganzen erlaubte Speku- 
lation. 

Zum Unglück werden sicherlich die Psychologen alle Arten 
von Telepathie mit Hilfe dieser kosmischen Strahlen erklären. 
Aber sei dem wie ihm wolle, die einfachen experimentellen 
Tatsachen, wie sie in der vorhergehenden Arbeit gezeigt werden, 
sind folgende: 

1. Diese außerordentlich durchdringenden Strahlen sind 
tatsächlich vorhanden. 

2. Ihr Massenabsorptionskoeffizient ist ungefähr 0,18 pro 
Meter Wasser. 

3. Sie sind nicht homogen, sondern erstrecken sich über 


1) Mac Millan, Science 62. S. 122. 1925. 
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ein Spektralgebiet weit oberhalb der X-Strahlen-Frequenzen — 
wahrscheinlich 1000 mal höher als die Frequenzen der mittleren 
X-Strahlen. 

4. Diese harten Strahlen bedingen, wenn sie Materie 
treffen, weichere Strahlen von etwa der Härte, die durch die 
Theorie des Comptoneffekts vorausgesetzt werden. 

5. Diese Strahlen kommen auf die Erde mit gleicher 
Intensität bei Tag und Nacht und zu allen Tages- oder Nacht- 
stunden, und praktisch mit der gleichen Intensität in allen 
Richtungen. 

Mr. J. S. Bowen, Dr. Russel Otis, Mr. G. Harvey 
Cameron und ich, die wir alle an dieser Erforschung teil- 
genommen und unschätzbare Hilfe erhalten haben von dem 
Instrumentenerbauer, Mr. Julius Pearson, werden nähere 
Einzelheiten über diese Arbeit andererorts veröffentlichen. 


(Eingegangen 10. März 1926.) BE 
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7. Erwiderung an Hrn. C. Ramsauer; 
von Teodor Schlomka, 


1. Die einfachste Annahme zur Erklärung der merk- 
würdigen Gedankengänge, die Hrn. Ramsauer!) zur Ein- 
führung des atomneutralen Zustandes und zur Wiederholung 
des Faradayschen Kifigversuches veranlaßt haben, war die, 
daß Hr. R. bisher fälschlicherweise die Erde für einen relativen 
Bezugskörper für die Ladung gehalten habe. Diesen Vorwurf 
weist Hr. R. zurück.2) Damit ist meines Erachtens jede Mög- 
lichkeit zu einem Verständnis seiner diesbezüglichen Über- 
legungen genommen. Hr. R. behauptet dann also tatsächlich 
allen Ernstes, es sei bei den Versuchen von Faraday und 
Cavendish zunächst noch nicht gesagt, ob die bewiesene 
Neutralität des Leiterinnern eigentlich Neutralität des Poten- 
tials oder Neutralität der Ladung sei. Ich überlasse es dem 
Urteil des Lesers, zu entscheiden, ob dieser wohl einzig da- 
stehenden Behauptung ein Sinn zukommt. 

2. Es ist eine Tatsache, daß die Peltier-Dellmannsche 
Methode im Prinzip mit Hrn. R.s Verfahren übereinstimmt; 
das von Thomson angegebene Verfahren nähert sich diesem 
schon ziemlich. Fast identisch ist aber Hrn. R.s Methode mit 
der von Wilson und Lutz; der Unterschied besteht hier nur 
in der Größe der benutzten Apparaturen. Der Wilson-Lutzsche 
Apparat hat jedoch den Vorteil der praktischen Brauchbar- 
keit; auf die Rsche Methode kann man aber wohl die von 
Hrn. R. selber zitierten Worte Thomsons anwenden: „sie 
ist offenbar in der Anwendung sehr unvorteilhaft.‘ 

3. Auch in den andern Punkten°®) können mich Hrn. R.s 


1) C. Ramsauer, Ann. d, Phys. 75. 5. 449—458. 1924. 

2) C. Ramsauer, Ann. d. Phys. 79. S. 89—98. 1926. 

8) Zu den persönlichen Auslassungen Hrn. R.s bemerke ich, daß 
ich zur Vermeidung einer längeren Polemik zunächst auf eine Ver- 
öffentlichung meiner Einwände glaubte verzichten zu sollen. Erst das 
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Ausführungen nicht überzeugen. Ich halte sämtliche Punkte 
meiner Bemerkungen!) aufrecht und überlasse die Entscheidung 
über Wert und Richtigkeit derselben getrost es Urteil der 
Fachgenossen. 


Halle a. S., den 4. März 1926. 


ausdrückliche Ersuchen einiger Fachgenossen, den merkwürdigen Ge 
dankengängen Hrn. R.s auf jeden Fall entgegenzutreten, hat mich zu 
einer Veröffentlichung derselben veranlaßt. Die von anderer Seite 
Hrn. R. zugegangene Kritik und meine ihm zugesandten vier ausführ- 
lichen Schreiben haben Hrn. R. nicht bewegen können, seine Arbeit 
zurückzuziehen oder selber eine diesbezügliche Berichtigung zu ver- 
öffentlichen. Bei dieser Sachlage dürfte ein näheres Eingehen auf dem 
vollkommen ergebnislos verlaufenen Schriftwechsel wohl kaum von irgend» 
welchem sachlichen Interesse sein. Der Inhalt meiner Bemerkungen ist 
jedenfalls durch Hrn. R.s Gegenbemerkungen in keiner Weise beeinflußt. 
1) T.Schlomka, Ann. d. Phys. 78. S. 204—208. 1925. 


(Eingegangen 6. März 1926.) a 
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